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CHAPITRE 1 : COMPLEMENTS EN DYNAMIQUE TOPOLOGIQUE

1.1 Mesures invariantes des systémes dynamiques topologiques.

Une application continue T : X — X sur un espace topologique X n’admet pas nécessairement
de mesure borélienne invariante (par exemple la translation n — n + 1 sur N). Nous verrons
cependant que dans le cas ou X est un espace métrisable compact, toute application continue
T : X — X admet au moins une mesure borélienne de probabilité invariante. Rappelons que
le théoreme de représentation de Riesz nous donne une bijection entre ’ensemble des mesures
boréliennes de probabilité et I’ensemble des formes positives L sur C(X, C) telles que L(1) = 1.
Ici C(X, C) représente l'espace vectoriel des fonctions continues f : X — C muni de la norme
|| £l = supgex | f(x)] et C(X, C)* l'espace des formes linéaires continues L : C'(X,C) — C. Une
forme est alors positive si elle envoie toute fonction & valeurs réelles positives sur un réel positif
(elle est alors nécessairement continue). Il existe une topologie forte sur C(X, C)* définie par la
norme

1L} = sup IL(f)

feC(X,0),[IflI<1

Il existe également une topologie faible* définie ainsi : une suite (L;),>0 converge vers L si
limy,— 00 Ln(f) = L(f) pour tout f € C(X,C). Un résultat fondamental sur cette topologie
est que la boule unité {L € C(X,C)*|||L]] < 1} est compacte (voir exercice 1). Remarquons
également que l'espace M (X) des mesures boréliennes de probabilité est une partie convexe de
C(X, C)*, fermée pour la topologie faible* (via la représentation de Riesz), et qu’elle est contenue
dans la boule unité puisque | [ fdu| < [|f|du < || f|| pour toute fonction f € C(X,C). Ainsi,
Pensemble M (X), muni de la topologie faible*, est compact.

Commencons par le théoreme de Krylov-Bogolyubov, qui est un cas particulier du théoreme
de Markov-Kakutani.

THEOREME 1.1.1 : Si X est un espace topologique compact métrisable, toute application con-
tinue T : X — X laisse invariant au moins une mesure borélienne de probabilité. De plus,
Uespace Mp(X) des mesures invariantes est une partie conveze fermée de M(X).

Preuve.  On veut prouver que ’application
T, : M(X)— M(X)
= Ti(p)

a un point fixe. Cette application est continue pour la topologie faible*. En effet, si limy,,— o0 tin, =
i, alors pour tout f € C(X,C), on a

tm [ FdTo(p) = tim [ foTdun = [ foTdu= [ faT.(n).

n—-+o0o

Elle est également affine (elle envoie barycentre sur barycentre). Fixons pu € M (X) et posons

ln—l )
Hn = *ZT»%(:U)'
" izo



L’espace M (T) étant compact pour la topologie faible*, on peut extraire une suite (iin,,)m>0
qui converge pour cette topologie vers une mesure p’. Remarquons que

1

To(fng) = by = — (T (1) — 1)
Nm
et donc que
2
1T () = b | < —
Nm

Cette suite converge donc fortement (et donc également faiblement) vers 0 dans C(X, C)*. Mais
elle converge faiblement vers Ty (u') — /. On en déduit que Ty (u') = 1.
L’ensemble des mesures invariantes est fermé car T, est continue, il est convexe car T} est

affine. O

Le théoréme ne nous dit rien, bien siir, sur ces mesures invariantes (elles peuvent par exemple
étre associées a des orbites périodiques). Nous allons voir maintenant comment trouver des
mesures invariantes ergodiques. Rappelons qu’un point x d’une partie convexe C' d’un espace
affine est extrémal si, pour tous points z/, 2’ de C' et tout ¢ €]0, 1[, 'égalité = = ta’ + (1 — t)z”
implique que 2’ = 2" = z.

THEOREME 1.1.2 : Les points extrémaux de Mp(X) sont les mesures invariantes ergodiques.
Preuve.  Supposons d’abord que u € Mp(X) n’est pas ergodique. 11 existe une partie invariante
A telle que 0 < pu(A) < 1. On peut décomposer

. kA Hx\A
o= M(A)#(A) + p(X\ A)iﬂ(X \A)

comme barycentre de deux mesures de probabilité invariantes.
Supposons maintenant que p € Mp(X) est ergodique et s'écrit p = tu' + (1 —t)p”, ot p/, p”
sont dans Mp(X) et t dans |0, 1[. Remarquons que, pour tout A € B, on a

u(A) =0=4'(A) =0,

ce qui signifie que i’ est dominée par p. Grace au théoreme de Radon-Nikodym, on peut écrire
dy' = @du, on ¢ € L'(p). Le fait que les mesures et x/ sont invariantes par 7" implique alors
que la fonction ¢ est également invariante. On en déduit que ¢ est constante u-presque partout.
Ceci implique que ¢ = 1 puisque p et u’ sont des mesures de probabilité, et donc que p' = p.
En répétant ’argument, on obtient p” = pu.

Au lieu du théoreme de Radon-Nikodym, on peut également invoquer le théoréeme ergodique
de Birkhoff. En effet, pour tout f € C(X,C), on sait que pour p-presque tout point z, la

suite ;”Z—:I f(T(x)) converge vers [ fdu. Ceci est donc vrai également p/-presque partout, Si
on applii(;ge le théoreme de Birkhoff a y/, on sait que pour p’-presque tout point z, la suite
T1l”§:1 f(T%(z)) converge vers une fonction f* € L'(i') et que [ f*dy' = [ fdy'. Puisque f* est
la Zfz?lction constante [ fdu, on obtient [ fdu = [ fdy' pour tout f € C(X,C). O

COROLLAIRE 1.1.3 : Il eziste au moins une mesure borélienne de probabilité invariante qui est
ergodique.



Preuve.  On sait que Mp(X) est 'adhérence des barycentres des point extrémaux et donc qu’il
existe des points extrémaux (voir exercice 2). |

Remarque Le théoreme de représentation de Choquet nous donne un résultat plus précis.
Pour toute mesure p € Mp(X), il existe une mesure borélienne de probabilité v, sur I'espace
métrisable Mp(X) tel que 'ensemble E7(X) des mesures extrémales vérifie v, (Ep(X)) =1 et
tel que pour tout f € C(X,C) on a

fsin= o (] 198)

1.2 Unique ergodicité .
Nous allons introduire une nouvelle propriété portant sur les systemes dynamiques topologiques.

PropPOSITION 1.2.1 : Soit X un espace topologique compact métrisable et T : X — X une
application continue. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Uensemble M (X) est réduit a un point ;

n—1

1 A
ii) pour tout f € C(X,C) et tout x € X, la suite — Z foT'(x) converge et sa limite ne dépend
n -
=0
pas de x;
n—1 ]
iii) pour tout f € C(X,C), la suite — Z foT" converge uniformément vers une fonction
i=0
constante.

Si ces propriétés sont vérifiées, on dira que le systéme est uniquement ergodique .

Preuve.  Expliquons d’abord pourquoi i) implique iii). Soit x I'unique mesure de probabilité
invariante. Supposons qu’il existe € > 0, une suite d’entiers (n,,)m>0 et une suite (z,,)m>0 de
points de X tels que limy,—y o0 Ny = 400 et

1 N —1 ]
— Z foTl(xm)—/fdu > €.
N, -
=0
1 Nm—1 )
Notons d,,, la mesure de Dirac en x,, et posons i, = — Z T:6,, . L’ensemble M (T) étant
m 5o

compact pour la topologie faible*, on peut supposer que la suite ({4, )m>0 converge faiblement
vers une mesure de probabilité y'. Ici encore, on a

1

et

)

2
”T*(Nm) - /JJmH < —
Nm



ce qui implique que y est invariante. Remarquons maintenant que p' # p car
[t
/fdu L B
Ceci contredit i).

Il reste & prouver que ii) implique i), puisque iii) implique trivialement ii). Fixons =z € X.
Pour tout f € C(X,C), posons

L(f) = lim z:foTz

n—+oo n

On obtient une forme positive L sur C(X,C) qui envoie 1 sur 1. Elle est donc continue et
définit une mesure de probabilité p. C’est 'unique mesure de probabilité invariante. En effet, le
théoreme ergodique de Birkhoff nous dit que si ' € Mp(X), alors, pour tout f € C(X,C), on a

/fdﬂ’z/f*du’z/fdu-

Remarques.
1. Si T est uniquement ergodique, la mesure invariante est nécessairement ergodique.

2. La propriété d’unique ergodicité est stable par conjugaison. Plus généralement si X et Y
sont des espaces topologiques compacts métrisables, si T': X — X est uniquement ergodique et
siS:Y — Y est un facteur de 7', alors S est uniquement ergodique.

Exemples

1. Un endomorphisme linéaire surjectif de T" n’est pas uniquement ergodique car il fixe 0 et
préserve la mesure de Haar.

2. Les décalages de Bernouilli ne sont pas uniquement ergodiques car ils ont une infinité
d’orbites périodiques.

3. Une rotation de T d’angle rationnel n’est pas uniquement ergodique car elle a une infinité
d’orbites périodiques.

4. Unerotation I : T" = T, ot a=a+2Z" et a = (ay,...,a,) € R", telle que 1, ay,..., a,
ne sont pas rationnellement indépendants n’est pas uniquement ergodique car elle préserve une
mesure qui n’est pas ergodique, a savoir la mesure de Haar.

5. Une rotation de T d’angle irrationnel est uniquement ergodique, plus généralement une
rotation % : T" — T", ot a = a+ Z" et a = (a1,...,a,) € R", telle que 1, ay,..., a, sont
rationnellement indépendants. En effet, si u € M(T") est invariante par 7%, alors y est invariante

par tout 7, ~, n > 0. Puisque la suite (na),>o est dense dans T", on en déduit que y est invariante
par tout T, b € T". Or la mesure de Haar est la seule mesure vérifiant cette propriété.

Nous allons conclure en donnant un exemple intéressant de systéeme dynamique uniquement
ergodique. Nous en déduirons des propriétés d’équirépartition de certaines suites.

PROPOSITION 1.2.2 : Soit a € Q/Z, alors I’lhoméomorphisme
F  :T"—=T"

(1,82, &) = (B1 4+ @, B1 + Bay oo Byt + Br)



est uniquement ergodique.

Preuve. L’homéomorphisme F', composée d'une translation et d’'un automorphisme linéaire de
T", préserve la mesure de Haar. Nous voulons montrer que c’est la seule mesure invariante. Pour
tout k € Z", on définit une fonction e, : T" — C en posant

ek(:c + Zr) _ 62i7r(k,x>‘
Donnons nous une mesure de probabilité p invariante et, pour tout k € Z", considérons le k-ieme

coefficient de Fourier ¢; () = [pr e—p dp. L'invariance de p se traduit par I’égalité

c(kh'”’kr)(u) - /I"V‘ eik du - /’:;:‘r eik‘ © qu = ei2iﬂklac(kl+k27-..7kr—1+]€'r7k7‘) (lu’>

Il nous faut bien stir prouver que ci(u) = 0 si k # 0. L’égalité au-dessus nous dit que c’est le cas
si k = (k1,0,...,0). Montrons par récurrence sur s que c’est le cas si k = (k1,...,ks,0,...,0).
Supposons donc que ceci est vrai pour s — 1. Fixons k = (kq,...,ks,0,...,0). Remarquons que,
pour tout n > 0, la fonction eg o F™ g’écrit

€L © F" = )‘nek(n)v

ou

k(n) = (k1(n),...,ks—1(n), ks,0,...,0).

Remarquons également que si n’ # n, alors k(n') # k(n), ce qui implique, grace a 'hypotheése
de récurrence que

/T(ek o F”)(ek o Fn’) d}u = /rr Anrmek(n)—k(n/) d,u = )\n)\in/ck(n/)_k(n) (,u) =0.

Ainsi la famille (e}, o F™),>¢ est orthonormée dans L?(u1). On en déduit, par 'inégalité de
Bessel, que

> leosex o F™) 2] < lleoll7z(,) = 1.

n=0
Or, on a
(€0, €k 0 F™) 20,y = /FT ep o Fndp = Trﬁdu = cx(p),
ce qui implique que ¢k () = 0. O

Nous dirons qu’une suite de réels (z,,)n>0 est équirépartie modulo un, si pour tout intervalle
[a,b] de [0,1], on a
1
lim —#{k <n|zp — [xk] € [a,b]} =b — a.

n—-+oo n

~ 1 Co .
Si on pose T, = T, + Z €t py, = — Z (5@, ceci signifie que la suite (up)n>1 converge vers la
n >
k<n
mesure de Haar pour la topologie faible*. De fagon équivalente, une suite de réels (zy)n>0 est
équirépartie modulo un, si pour toute fonction continue ¢ : R — R, périodique de période 1,
on a
1 n—1 1
A 5 3 S = [ ()



Pour qu’il en soit ainsi, il suffit qu’elle vérifie le critére de Weyl, c’est-a-dire il suffit que pour
tout entier m # 0, on ait

Lim Zirmzy _
n—+oo n Z

Ainsi par exemple, on sait que pour tout nombre irrationnel a, la suite (na),>o est équirépartie.
On vérifie aisément que cette suite vérifie le critere de Weyl, mais on peut également invoquer
I'unique ergodicité de la rotation  — Z+a, ot @ = a+Z. La proposition 1.2.2 va nous permettre
de généraliser cette situation et construire d’autres suites équiréparties plus complexes.

COROLLAIRE 1.2.3 : Soit P un polynéome réel non constant a coefficient directeur irrationnel.
Alors la suite P(n),>0 est équirépartie modulo 1.

Preuve. On écrit P(X) = ag + a1 X + ... + a, X", ou a, est irrationnel. On définit alors une
suite (P;)o<i<, de polynémes par la relation de récurrence P;(X) = Pi11(X +1) — Py (X) et la
condition P, = P. Le polynome P; est de degré i et de coefficient directeur r(r —1),...(i+1)a,.

Posons 2" = (Py(n), P2(n), ..., P.(n)) + Z" et remarquons que "' = f(2"), out
f T =T
(517'%27"',&:\1”) = (fl +aa'/f1 +{E\2a" . 73"\7“*1 +&:\T‘)
et @ = r!a,. Pour toute fonction continue ¢ : T — R, on peut définir & : (Z1,...,Z,) — p(Z,).

Puisque f est uniquement ergodique, on obtient

_ Ak
nkffoonZw —nkrfmZ@
— kAO
—nkrfooan’f
= | ®@F,....3)d7...d3r
Tr

= | o(@)da,

1.3 Minimalité.
Nous allons introduire une derniere notion.

ProprosiTION 1.3.1 ¢ Soit T : X — X une transformation continue d’un espace topologique
X. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) pour tout x € X, on a O (z) = X;

ii) pour tout x € X, on a w(zx) = X;
iii) s Y est une partie fermée positivement invariante, alors Y =0 ouY = X.

Si ces conditions sont vérifiées, on dira que T est positivement minimale.



Prewve.  Montrons d’abord que i) ou ii) implique iii). Soit Y une partie fermée positivement
invariante. Si Y # (), on peut choisir 2 € Y. Chacun des ensembles O+ (z) et w(x) étant contenu
dans Y, on en déduit que X est inclus dans Y si i) ou ii) est vérifiée.

Pour montrer que iii) implique i), il suffit de remarquer que O+ (x) est une partie fermée

non vide positivement invariante. Pour prouver que i) implique ii), écrivons

w(x)= () OF(T™(x))= ) X =X.

m>0 m>0

Remarque. Un systéme dynamique positivement minimal est positivement transitif.

Exemples. L’application
T :T—>T

T2
n’est pas positivement minimale alors que

TQZ

)
=~

+a

8)

_)
—>

K)

est positivement minimale si a ¢ Q/Z.

On a une définition analogue pour les homéomorphismes. La preuve du résultat qui suit est
similaire a celle de la proposition 1.3.1.

ProposiTION 1.3.2 ¢ Soit T : X — X un homéomorphisme d’un espace topologique X . Les
propriétés suivantes sont équivalentes

i) pourtoutz € X, on a O(z) = X;
ii) s Y est une partie fermée globalement invariante, alors Y =0 ou'Y = X.

Si ces conditions sont vérifiées, on dira que T est minimal.

Remarques.

1. Pour un homéomorphisme, la minimalité positive est plus forte que la minimalité. Par ex-
emple,
T :Z—7Z

r—x+1

est minimal mais pas positivement minimal. Néanmoins, si X est compact, les deux notions
coincident (voir exercice 4).

2. La propriété de minimalité est stable par conjugaison. Plus généralement si X et Y sont des
espaces topologiques, si T': X — X est minimal et si S : Y — Y est un facteur de T, alors .S
est minimal.

3. Un résultat de Gottshalk nous dit qu’il n’existe pas d’homéomorphisme positivement mini-
mal sur R", ni plus généralement sur un espace localement compact qui n’est pas compact (voir
exercice 7). On montre facilement qu’il n’y a pas d’homéomorphisme minimal sur R mais on sait
également, d’apres un théoreme de point fixe dit & Brouwer, qu’il n’y a pas d’homéomorphisme



minimal sur R2. L’existence ou non d’homéomorphisme minimal sur R”, est par contre un
probleme ouvert si n > 3.

4. On parlera souvent de minimalité, au lieu de minimalité positive dans le cas d’un systéme

dynamique non inversible, en ’absence d’ambiguité.

Définition. Soit T' : X — X une transformation continue d’un espace topologique X. Une
partie fermée positivement invariante Y C X est positivement minimale si la transformation
restreinte T'ly : Y — Y est positivement minimale.

La proposition qui suit est une conséquence immédiate de la proposition 1.3.1 :

PRroOPOSITION 1.3.3 :  Les conditions sutvantes sont équivalentes :

i) Y est positivement minimal ;

ii) pourtoutx €Y, onaOF(z)=Y;

ili pour toutx €Y, on aw(x) =Y

iv) Y est un élément minimal, pour inclusion, dans l’ensemble des parties fermées non vides

et positivement invariantes de X.

Similairement, si T : X — X est un homéomorphisme, une partie fermée invariante ¥ C X
est minimale si ’homéomorphisme restreint 7’|y :Y — Y est minimal et on a :

PROPOSITION 1.3.4 : Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Y est minimal ;

ii) pour tout x €Y, on a O(z) =Y;

ii) Y est un élément minimal, pour linclusion, dans l’ensemble des parties fermées non vides
et invariantes de X.

Enongons maintenant le résultat important suivant :

PropPoOSITION 1.3.5 : Soit T : X — X une transformation continue d’un espace topologique
compact X. 1l existe alors une partie fermée positivement minimale Y C X.

Preuve. Notons F l’ensemble des parties fermées non vides positivement invariantes. Il n’est
pas vide car il contient X. Remarquons qu’il est inductif pour 'inclusion. En effet, si (Y;);er est
une famille totalement ordonnée d’éléments de F, I'ensemble Y = (,c; Y; est fermé, positivement
invariant et vérifie Y C Y; pour tout ¢ € I. Pour montrer qu’il est dans F, il reste & vérifier
qu’il n’est pas vide. C’est une conséquence immédiate de la compacité de X et du fait que pour
toute partie finie J C I, on a Y = (,c;Y; # 0 (puisque la famille est totalement ordonnée). Il
ne reste plus qu’a appliquer le lemme de Zorn pour obtenir un élément minimal de F. a

Remarques.

1. Il n’y a pas de partie positivement minimale pour

T :Z—7
r—x+1

10



L’ensemble F est totalement ordonné, il est constitué de Z et des ensembles Y; = {i,i +1,...}.
Remarquons que (;cz Yi = 0.

2. Une preuve analogue a celle de la proposition 1.3.5 nous dit qu’il existe une partie fermée

invariante minimale dans le cas ou T" est un homéomorphisme d’un espace topologique compact
X.

Enongons maintenant un résultat, souvent appelé Théoréme de récurrence de Birkhoff

PRrOPOSITION 1.3.6 : St X est compact, toute application continue T : X — X a un point
positivement récurrent.

Preuve.  Considérons une partie positivement minimale Y C X puis choisissons z € Y. O

Remarque. Dans le cas ou X est métrisable, ’existence d’un point récurrent peut aussi se
déduire de l'existence d’une mesure de probabilité invariante et du théoreme de récurrence de
Poincaré. En effet si u est une mesure borélienne de probabilité invariante, alors u-presque tout
point est récurrent.

11



CHAPITRE 2 : ENTROPIE TOPOLOGIQUE

Nous allons associer & toute application continue 7" : X — X définie sur un espace
topologique compact X une quantité h(7) € [0, +oc], invariante par conjugaison, qui mesure
le désordre de la dynamique. Cet invariant, [’entropie topologique, a été introduit par Adler,
Konheim et McAndrew en 1965, par analogie avec I’entropie métrique de Kolmogorov et Sinai.

2.1 Entropie relative par rapport a un recouvrement

Rappelons qu’un recouvrement ouvert d’un espace topologique X est une famille U = (U;);er
de parties ouvertes telle que X = (J;c; U;. Si U est une partie ouverte de X, on écrira U € U s’il
existe ¢ € I tel que U = U;. On dira que le recouvrement V = (V}) ;e est plus fin que U si pour
tout j € J, il existe ¢ € I tel que V; C U;, on écrira alors ¢/ < V. Un cas particulier est la cas ou
V est un sous-recouvrement de U: pour tout j € J, il existe ¢ € I tel que V; = U;. La relation <
est un pré-ordre et on notera ~ la relation d’équivalence associée : U ~Vsild < Vet V I U.

Si (U7)1<j<n est une famille finie de recouvrements ouverts de X, on peut définir le recou-
vrement \/7_4 U’ dont 1es éléments sont les (<<, U JouUJ € Y. 1l est plus fin que tous les U’ f
Remarquons que si (V/)1<j<p est une famille finie de recouvrements ouverts de X et si 47 < V7
pour tout j € {1,...n}, alors \/7_; U7 < \/j_; V7.

Si H : Y — X est une application continue entre deux espaces topologiques et silf = (U;);er
est un recouvrement ouvert de X, on peut définir le recouvrement H~1(U) = (H~1(U;))ies de
Y. On a bien évidemment :

- H (Vi W) = Vi H ) 5
- U=V = H'U) <H V).
Si X est compact, tout recouvrement ouvert I/ admet un sous-recouvrement fini. On notera
alors N (U) le plus petit cardinal des sous-recouvrements finis. Remarquons que :
- N(U)=1siet seulement si X € U ;
- UXV= NU)<NV);
- U~V = NU)=N(V);
- N (Vi W) < Ty N).
De plus, si H : Y — X est une application continue entre deux espaces topologiques
compacts, alors
- N(TU)) < NU);
- N(T7YU)) = N(U) si T est surjective.

On supposera dorénavant que X est compact et que T' : M — M est continue. Enongons
maintenant le résultat fondamental suivant :

PROPOSITION 2.1.1 :  Pour tout recouvrement ouvert U de X, la suite



converge. Sa limite h(T,U) est I'entropie topologique de T' relativement & U, elle vérifie :

0 < W(T,U) < In(N(WU)).

Démonstration.. Remarquons que la suite (uy)n>1, o0 up = N (\/?;01 T=4U )), est sous-multiplicative,
elle vérifie upm < Upty,. En effet,

n+m—1 ]
Upim = N < \/ T_Z(Z/l)>
1=0

((frw)or ()
e i) (3 0)

Posant v, = In(uy,,), on obtient une suite (vy)p>1 qui est donc sous-additive et positive. On sait
alors que la suite (%2),>1 converge et que

.
0< lim = <wj.
n—4+oo n

Enongons maintenant les propriétés principales de ’entropie relative.

PROPOSITION 2.1.2 : On a les résultats suivants :

i) U=V = h(T,U) <h(T,V);

ii) A(T,U) = h(T,\V" T~ U)) pour tout m >0 ;

iii) (T, VISP T U)) = mh(T,U) pour tout m > 1;

iv) h(T Y U)=hT,U) si T est un homéomorphisme ;

v) h(T,U) =T, T-*U)) = h(T,T(U)) si T est un homéomorphisme.

Démonstration. L’assertion i) découle immédiatement de I'inégalité

N (Tl\_/1 T—i(u)> <N <n\_/1 T"‘(W) ,
1=0

1=0

conséquence de

n—1 n—1
\V 7)) =\ T7(V)
1=0 =0

Pour montrer ii), posons V = /7, T~*(U) et remarquons d’abord que

m—+n—1 ) n—1 )
\V T~ \ T(V),
=0 =0

13



ce qui implique que

WMT,U) = lim

1 m+n—1 »
i (V (Y, 7))

= lim

n 1 n—1 »

L’assertion iii) se déduit de 1’égalité

nm—1

n—1 m—1
\/ T ( \/ T‘i(u)> = \/ T7'W).
=0 =0 =0

Pour montrer iv) remarquons que

N <n\/1 Ti(u)> =N <T” <n\/1 T—i(U)>> =N <n\/1 T‘i(u)> ,
=0 =0 =0

et pour montrer v), que

N <n\_/1 T‘i(T*(U))) =N (T‘l (71\_/1 T‘i(u)>> =N (71\_/1 T—i(u>> .
=0 =0 =0

2.2 Entropie topologique

L’entropie topologique h(T') € [0, 400] est le supremum des entropies relatives aux recouvre-
ments :
h(T) = sup{h(T,U), U recouvrement ouvert de X}.

Enongons les propriétés principales :

PROPOSITION 2.2.1 :  On a les propriétés suivantes :

i) h(dy)=0;

ii) h(T™) = nh(T), pour tout n >0 ;

iii) si T est un homéomorphisme, alors h(T*) = |k|h(T), pour tout k € Z ;
iv) siS 1Y =Y estun facteur de T, alors h(S) < h(T) ;

v) siS Y =Y est conjugué a T, alors h(S) = h(T) ;

vi) siY C X est fermé et positivement invariant, alors h(T'|y) < h(T).

Démonstration. Si U est un recouvrement ouvert de X, alors pour tout entier n > 1, on a
VI 1d 5 (U) ~ U, ce qui bien str implique i).

Pour montrer ii) dans le cas ou n > 1 (dans le cas ou n = 0 ce n’est rien d’autre que i))
remarquons que pour tout recouvrement ouvert U, on a

R(T™,U) < h (T”,n\_/l T"(U)) = nh(T,U),
=0
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ce qui implique
R(T",U) < nh(T), nh(T,U) < h(T"),

et donc
h(T"™) <nh(T), nh(T) < h(T")

en passant aux supremuins.
L’assertion iii) se déduit immédiatement de I'égalité h(T,U) = h(T~1,U).

Pour prouver iv), considérons une semi-conjugaison H : X — Y entre T et S. Pour tout
recouvrement ouvert & de Y, et tout entier n > 1, on a

o (\/ s—i<u>> N 1 )
1=0 1=0

ce qui implique, puisque H est surjective, que

n—1 n—1 n—1
N <\/ S’(U)) =N (Hl (\/ S%U))) =N (\/ Ti(Hl(Z/{))>
=0 =0 =0
On en déduit que
W(S,U) = h(T, H (U)) < h(T),
puis en passant au supremum que h(S) < H(T'). On en déduit alors immédiatement iv).

Pour prouver vi) considérons un recouvrement ouvert V = (V;);c; de Y. Pour tout i € I, on
peut choisir une partie ouverte U; de X telle que V; = Y NU;. Si on ajoute X \' Y a cette famille,
on obtient un recouvrement ouvert &/ de X. Remarquons maintenant que

N (n\_/ (Tly)™" <V>> <N (n\_/ T‘i<u>) :
1=0 =0

En effet, puisque T(Y) C Y, on sait qu’aucun des ensembles 77%(X \ Y) ne rencontre Y. Ceci
implique que pour tout sous-recouvrement fini U’ de \/?:_01 T~4(U), tout élément non vide de
Y NU', U €U, appartient & /7= (T|y)~" (V) On en déduit que

W(Tly,V) < W(T,U) < W(T),

puis en passant au supremum que h(T|y) < h(T). O

2.3 Recouvrement générateur

Il est bien évidemment difficile de calculer I’entropie topologique a partir de la définition
abstraite précédente. Nous verrons dans ce paragraphe qu’on peut se restreindre a certains
recouvrements. Nous dirons qu’'une famille (/%),c4 de recouvrements ouverts est une famille
génératrice si, pour tout recouvrement ouvert U, il existe a € A tel que U =< U*. Nous avons
bien évidemment :

PROPOSITION 2.3.1 :  Si (UY)qca est une famille génératrice de recouvrements ouverts, alors

h(T) = sup h(T,U?).
acA
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Un exemple simple de famille génératrice est donné par les recouvrements finis, un autre
exemple est donné, dans le cas ot X est un espace métrique, par la famille (U¢)e~g, ot U =
(B(z,€))zex est le recouvrement par les boules de rayon . Le caractere générateur de cette
famille n’est rien d’autre que le lemme de recouvrement de Lebesgue : pour tout recouvrement
ouvert U, il existe € > 0 tel que toute boule B(x,€) est contenue dans une partie ouverte U € U.
Remarquons que la fonction € — h(T,U*) est décroissante et donc que

h(T) =sup h(T,U%) = lim h(T,U").
e>0 e—0t

Dans le cas d’un espace métrique, on peut donner une caractérisation des familles génératrices,
grace au lemme de recouvrement de Lebesgue. Définissons le diametre d’un recouvrement U :

diam(U) = sup diam(U),
Ueld
ou
diam(U) = sup d(z,y).
zeU, yeU
Supposons maintenant que (Uy,)n>1 est une suite croissante de recouvrements ouverts, c’est-a-
dire une suite vérifiant U,, <X Uy,+1, pour tout n > 0. Cette suite est génératrice si et seulement
si lim diam(U,) = 0. Dans ce cas, on a

n—-+o0o

h(T)= lim h(T,U,).
( ) n—+0o00 ( ’ n)
Dans de nombreux exemples, une suite génératrice peut étre définie a partir d’un seul recou-
vrement. Plus précisément, on dira qu’un recouvrement ouvert U de X est un recouvrement
générateur si la suite (\/?;01 T*Z’(L{)) o est génératrice.

n>

PRrROPOSITION 2.3.2 :  Si U est un recouvrement générateur de X, alors

h(T) = h(T,U) < +oo.
Démonstration. On a

n—+00

h(T) = lim h(T,n\_/lT—i(u)):h(T,U).
=0
O

La remarque précédente sur la famille (14°).~( va nous permettre de donner, dans le cas d’'un
espace métrique, une définition alternative de l’entropie topologique, définition due de fagon
indépendante a Bowen et Dinaburg. Définissons, pour tout entier n > 1, la distance suivante d,
sur X :

d = d(T"(x), T"
n(@,y) = max d(T"(z),T"(y)),
et notons By (x,¢) la boule ouverte de rayon ¢ et de centre . Soient € > 0 et n > 1. On dira
qu'un ensemble fini S C X est (n,e)-séparé si, pour tous points = et y de S, on a d,(x,y) > e.
De méme, on dira qu'un ensemble fini R C X est (n,e)-couvrant si, pour tout z € X, il
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existe y € R tel que dp(z,y) < . On notera alors s(n, ) le plus grand cardinal des ensembles
(n,e)-séparés et r(n,e) le plus petit cardinal des ensembles (n,e)-couvrants. Enfin, on écrira
N(n,e) = N (Vi) T7HUs )) Ces nombres sont naturellement liés, comme ’exprime le résultat
suivant :

ProprosITION 2.3.3: On a
9

,)‘

N(n,e) <r(n,e) < s(n,e) < N(n, 5

Démonstration.  Pour montrer la premiere inégalité, choisissons un ensemble R de cardinal
r(n,€) qui est (n,)-couvrant. Les boules By (x,¢), x € R, recouvrent X et appartiennent toutes
) \/?:_01 T=H(U?). Pour montrer la seconde inégalité, remarquons qu'un ensemble (n, ¢)-séparé S
de cardinal maximal s(n,e) est nécessairement (n,e)-couvrant. Enfin, pour montrer la derniere
égalité, remarquons qu’'une partie U € \/?:_01 T=4U %) contient au plus un élément de S.

O

COROLLAIRE 2.3.4: On a

1
RMT)=1lim lim —InN(n,¢)

e—=0n—+oon

1
= lim limsup — Inr(n, €)
e=>0 ps4oo M

1
= lim limsup — In s(n, ¢)
e=0 pstoo N

1
= lim liminf — Inr(n,¢)
e—0n—+oo n

1
= lim lim inf — In s(n, €).
e—=»0n—+oon

Démonstration. L’égalité
1
MT)=1lim lim —InN(n,¢)

e—=>0n—+oco n
est une conséquence, vue plus haut, du caractere générateur de la famille (U®).~q. L'égalité
analogue, ot I'on remplace N (n,¢) par r(n,e) ou s(n,e) n’est pas nécessairement vraie, car rien

ne dit que les suites ( In s(n,e) et [ —Inr(n,e) convergent. Cependant, la proposition
n n>1 n n>1
précédente permet d’obtenir les quatre derniéres égalités.

|

COROLLAIRE 2.3.5 : SiT : X — X est lipschitzienne de rapport 1, ¢’est-a-dire si d(T(x), T (y)) <
d(x,y) pour tous x, y dans X, alors h(T) = 0.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que la distance d,, coincide avec la distance d, et que
les entiers r(n, ) et s(n,e) sont donc indépendants de n. O

2.4. Exemples
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i) Le décalage de Bernouilli unilatéral :

Notons
o AN o AN

(@n)n>0 = (Tn+1)n>0

le décalage de Bernouilli, o A est un alphabet fini de cardinal p > 2. Le recouvrement U =
(Ua)aca formé des p cylindres U, = {x = (zp)n>0 € AN |29 = a} est générateur. En effet,
le recouvrement \/’;;01 o' (U) est formé des cylindres & base {0,...,n — 1}. On a p" cylindres
disjoints dont les diametres tendent vers 0 quand n — +oco. Ainsi, on a

WT) = R(T,U) = lim ~ln (N <n\/1 ai(u)>> — lim linp" =lnp.

n—+oo n i—0 n—+oo n
1=

ii) Le décalage de Bernouilli bilatéral :

Notons
o AZ 5 A%

(k)kez — (Tht1)kez

le décalage de Bernouilli, ol A est un alphabet fini de cardinal p > 2. On pourrait montrer qu’il
n’y pas de recouvrement générateur (au sens donné plus haut). Cependant si on considere le
recouvrement U = (Uy,)qea formé des p cylindres U, = {x € A%|xg = a}, on peut remarquer

que la famille ( fziln 1 o U ))n>0 est génératrice. Ainsi

n—1 2n—2
h(c) = lim h o, \V o'U)] = lim h<a, \/ ai(U)> = h(o,U) = Inp.

_>
norheo =0

iii) Endomorphismes linéaires de T*.

On considere I'application T : z — pz sur le cercle T' = R/Z, ou

p| > 2. On va montrer

que
B(T) = Inpl.

Puisque h(T?) = 2h(T) et puisque T?%(z) = p?z, il suffit d’étudier le cas ot p > 2. On pourrait

montrer que T est un facteur du décalage unilatéral sur {1,..., p}N et donc que h(T) < Ilnp

. Pour prouver que h(T") = Inp il suffit de trouver un recouvrement U tel que h(T,U) > Inp.

Considérons un recouvrement U par des intervalles ouverts I de diametre constant § < PR
p

Pour tout I € U, 'ensemble T~1(I) est la réunion de p intervalles de longueur % separés par

17?5 on sait que pour tout intervalle I’ € U

I'ensemble I’ N T~1(I) est un intervalle (éventuellement vide) de longueur < g. Ainsi on a

diamUVT Y (U)) < %. Le méme argument nous dit que UVT~H(U)VT~2(U) est un recouvrement

par des intervalles de longueur < 1% et plus généralement que \/?:_01 T~4(U) est un recouvrement
par intervalles et que

des intervalles de longueur 1775 . Puisque § <

n—1 ] 5
diam (\/ TZ(Z/{)> < — .

=0 p
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On en déduit que U est un recouvrement générateur et que h(T") = h(T,U). Remarquons main-

tenant que
n—1

n—1
N (\/ ri(u)) > 5>y,
=0

et donc que h(T,U) > Inp.
Si Pon ne veut pas utiliser le fait que T est un facteur du décalage de Bernouilli, on peut
remarquer que U peut étre choisi de telle fagon que N(U) = p + 2. Ainsi a t-on

Inp < hW(T)=h(T,U) <InNU) =In(p+ 2).
En fait, pour tout » > 1, on a
Inp" < h(T") =rh(T) <In(p" + 2)

et donc h(T) = Inp.

2.5 Entropie topologique et entropie métrique

SiT : X — X est une application continue définie sur un espace topologique compact
métrisable, on sait que ’ensemble M7 des mesures boréliennes de probabilité invariantes est
une partie compacte (pour la topologie faible*) convexe et non vide. On peut définir ’entropie
hu(T) de toute mesure u € Mq. Nous allons nous intéresser dans cette section au lien entre
I’entropie topologique et les entropies métriques des mesures invariantes. Le résultat principal,
appelé usuellement principe variationnel pour ’entropie, a été prouvé par Goodwyn (une des
inégalités) et Goodman (égalité), nous allons donner une preuve due a Misiurewicz :

THEOREME 2.5.1: SiT : X — X est une application continue définie sur un espace topologique
compact métrisable, alors

hT) = sup h,(T).
HEMT

Démonstration. Nous allons commencer par prouver l'inégalité h,(7) < h(T) pour toute
mesure y € Mrp. Nous utiliserons la régularité de pu.

LEMME 2.5.2 :  Une mesure borélienne de probabilité sur un espace topologique compact métrisable
est réguliére : pour tout borélien A et tout € > 0, il existe une partie fermée F et une partie
ouverte U telle que F C AC Uet (U \ F) < e.

Démonstration. 1l suffit de prouver que ’ensemble C des boréliens qui vérifient la condition du
lemme est une o-algebre qui contient les parties fermées. L’ensemble C est stable par passage
au complémentaire et contient X, pour montrer que c’est une o-algebre, il reste a prouver qu’il
est stable par réunion dénombrable. Soit (A,)m>0 une suite dans C. Fixons € > 0 et choisissons
pour tout m > 0 une partie fermée F,, et une partie ouverte U,, telles que F,,, C A,, C U,, et
w(Upn \ F) < /2™ Remarquons que

UFnc U Anc U Un

m>0 m2>0 m>0
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et que

+o00 +o0o
M(U U\ | Fm) SM(U (Um\Fm>) < WU\ Fu) < Y oy =
m2>0 m>0 m>0 m=0 m=0

Ceci implique qu’il existe mg > 0 tel que

M(U Un\ U Fm)<5.

m>0 0<m<mg

On en déduit que A € C car U = U,,>0 Um est ouvert et Up<,<pm, Fm est fermé.

Nous devons montrer maintenant que toute partie fermée F' appartient a C. Considérons une
distance d définissant la topologie de X et remarquons que F' = (1,5 Up,, o1t

1
Um:{x€X|d(x,F)<}
m

est ouvert. On en déduit que

_)
m—r+00 m>1

lim M(Um\F)—u(ﬂ Um\F> =0.

O
Prouvons maintenant que h,(T) < h(T) si p € Mr. Nous allons en fait montrer que
hu(T) <1+1n2+ h(T).
En appliquant cette formule a chaque itéré T™, m > 1, on obtiendra
mhy(T) = h,(T™) <1+ In24+h(T™) =1+ 102 + mh(T).
Il restera alors a diviser par m et a faire tendre m vers +o0o pour obtenir
hu(T) < W(T).
Choisissons une partition mesurable P = (P;)1<i<,. Fixons ¢ > 0. Pour tout i € {1,...,r}

on peut trouver une partie fermée @Q; C P; telle que u(P; \ @;) < €. Posons

Q=Xx\ U @, R=0.

1<i<r

Nous avons deux partitions mesurables Q = (Q;)o<i<r et P’ = (P;)o<i<r telles que pu(PAQ;) <
re pour tout ¢ € {1,...,r} (puisque pu(PoAQo) = u(Qo) < re). On en déduit que si € est assez
petit, alors

H(P|Q) = H(P'|Q) < 1.

Ceci implique que
hu(T,P) < hy(T, Q) + H(P|Q) < hu(T, Q) + 1.
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Pour tout 7 € {1,...,7} on définit maintenant
Ui=QoUQ; =X\ U @)
1<j<r,j#i

On obtient un recouvrement ouvert U = (U;)1<i<,. Chaque élément

N 77U = () THQuQs)

0<k<n 0<k<n

du recouvrement \/7Zy T~F(U) est la réunion de 2" éléments de la partition \/}—; T7%(Q) (cer-
tains éventuellement vides). Si R est le nombre d’éléments non vides de la partition \/}'—5 7~%(Q),
on en déduit que

H, (n\/1 Tk(Q)> <InR<In (2”]\7 (n\/1 Tk(u)>> .
k=0 k=0

FEn divisant par n et en faisant tendre n vers +o0o, on obtient
hy(T,Q) <In2+ h(T,U) <In2+ h(T),

puis
hy(T,P) <1412+ h(T).

Il reste a passer au supremum pour obtenir 'inégalité cherchée.

hu(T) <1+n2+ h(T).

Nous allons maintenant montrer ’inégalité inverse

h(T) < sup hu(T),
HEMT

et pour cela commencer par quelques lemmes.

LEMME 2.5.3 :  Soit X un espace métrique compact et (fim)m>0 une suite de mesures boréliennes
de probabilité qui converge vers u pour la topologie faible*. Alors, pour tout borélien A tel que
w(0A) =0, on a

lim () = u(A).

m—>+00
Démonstration. Définissons une suite de fonctions continues (f;)r>1 sur X, en posant
fr :x— max(l — kd(z, A),0).

La suite (fi)r>1 est décroissante et converge vers la fonction caractéristique x. Pour tout k£ > 1,
on a

linsup i (4) < limsup [ fudp = lim [ fidun = [ fidp.

m—-+00 m—-+00
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Ceci implique que

. < . — . — 7 .
limsup i (4) < jnf [ fidu = lim [ fiodp=p(A)

m—-+00

Le méme raisonnement appliqué au complémentaire de A nous dit que

lim inf p,, (A) > p(Int(A)).

m——+00

Puisque, par hypothese on a u(A) = u(Int(A)), on peut conclure. O

LEMME 2.5.4 :  Soit X un espace métrique compact et p une mesure borélienne de probabilité.
Pour tout € > 0, il existe une partition borélienne P = (P;);er telle que pour tout i € I, on a
diam(P;) < e et p(0F;) = 0.

Démonstration. Pour tout z € X il existe g, €]0,¢/2[ tel que
p({z' € X|d(z,2") =¢,}) =0.

ce qui implique que p(0B(z,e;)) = 0. Considérons un sous-recouvrement fini (U;)i<i<, du
recouvrement (B(z,e;))zex et définissons une partition mesurable (P;)i<ij<, en posant

P=U\ |J Us.

1</ <3

Chaque U; a un diametre inférieur a € et sa frontiere est de mesure nulle puisqu’elle est incluse

danS UISZST‘ 8U1 D
LEMME 2.5.5 :  Pour tout € > 0, il existe u € M tel que

hu(T) > limsup 1 In (s(n,¢€))).

n—+oo N

Démonstration. Pour tout n > 1, choisissons un ensemble (n,)-séparé S,, de cardinal s(n,¢).
Considérons ensuite les mesures
> %

xESn

1
s(n, )

VUp =

et
1 n—1 ]
Hn = — Z T:(Vn)'
n -
=0
On peut trouver une suite strictement croissante (ny)r>o dans N telle que, d’une part, on ait

1 1
lim —1 €)= li ~1 €
G n (s(ng,e)) fm sup -~ n(s(n,¢))

et telle que, d’autre part, la suite (j,, )r>0 converge pour la topologie faible* vers une mesure
de probabilité p. Cette mesure p est alors invariante. En effet, pour toute fonction continue
f:X—>R,ona

/(foT—f)du: lim [(foT — f)dun, = lim i/(foT”’“—f)ank:07

k—+o00 k—+00 My,
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puisque
o = v, < 2magro)],

(nous venons de refaire 'argument de la preuve du théoreme de Krylov-Bogolyubov). Nous allons
montrer que u satisfait la conclusion du lemme.

Fixons une partition borélienne P = (P;);cs telle que pour tout ¢ € I, on ait diam(P;) < e
et u(0PF;) = 0. On va montrer que

hu(T,P) > limsup ! In (s(n,¢)),

n—+oo N

ce qui prouvera le lemme puisque h,(T') > h,(T,P). Définissons la suite de partitions (P")n,>1
ou P" = \/?:_01 T7"(P). Puisque S, est (n,e)-séparé, chaque élément de P™ contient au plus un
point de S,,, ce qui implique que

H, (P")=1Ins(n,e¢).

SOUS-LEMME 2.5.6 :  Pour toute partition borélienne Q = (Q});cs et tous entiers ¢ < n, on a
qHy,(Q") < nH,,(Q7) + 2¢* In(4J),
ot QM = VIt T7H(Q).
Démonstration. Fixons ¢ > 1. Pour tout » < q on a
Jr—1 ] r—1 4 n—1 '
Qn — \/ T—]Q—T(Qq> v (\/ T—Z(Q)) vV \/ T—Z(Q) ,
j=0 i=0 i=gjrtr

ou j, est I’entier tel que
n—1—-g<r4+qjr—1<n-1.

On obtient
Jr—1 r—1 n—1
H,,(Q") <> H, (T77(QN)+ > H, (T(Q)+ Y, H,(T(Q)
=0 i=0 i=qjr+r
Jr—1
< > H,, (T79977(Q%) + 2qIn(8J).
j=0

En sommant sur r, on obtient

n—1

qH,,(Q") < ) Hy, (T71(Q) + 2¢* In(4J).
=0
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Pour obtenir le résultat, on va maintenant utiliser la concavité de la fonction ¢ : ¢ +— —tlInt.

En effet, pour toute partition borélienne S = (Sk) ek, on a

Hy,(S) = ¢(1n(Sk))

keK
n—1
ST EMEAIER)
keK =0
n—1
=D DD SACIAIEN)
keK =0
1 n—1
= n Z HTi'un (8)7
=0

1 n—1 ]
=~ H, (T7(5)).
=0

Si on applique le sous-lemme a la partition P,, et qu’on divise par gng, on obtient :

1 1 1 2q
J— - k) < = q — .
S (14 )) = oy, (P™) < < Hy,, (PY) + In(e])

Puisque la frontiére de chaque élément de PY est de mesure nulle, on obtient, en faisant tendre

k vers +00 : 1 1
limsup —In (s(n,¢)) < —Hu(P7),
q

n—+oo T

Faisons tendre maintenant g vers 400, pour obtenir

lim sup 1 In(s(n,e)) < hy(T,P) < hu(T).

n—+oo N

La preuve de la seconde partie du théoreme, c’est-a-dire I'inégalité

sup hy(T) = h(p)
HEMT

découle alors immédiatement de 1’égalité

1
h(T) = lim limsup — In s(n, €).

e300 postoo N

g

On peut se demander si ’entropie topologique est atteinte par une mesure, c’est-a-dire s’il
existe une mesure p € My telle que h,(T') = h(T). Ceci serait vrai, si 'application p — h,(T)
était continue (ou méme semi-continue supérieurement) pour la topologie faible* puisque My
est compact. Malheureusement cette application n’est généralement pas continue et il se peut
que l'entropie topologique ne soit pas atteinte. Cependant, comme nous allons le voir, c’est le
cas des que Papplication T' est expansive, c’est-a-dire 8'il existe £y (constante d’expansivité) tel

que pour tous points distincts x et y, il existe n > 0 tel que d(T"(x),T"(y)) > €o.
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PROPOSITION 2.5.7 :  Soit T : X — X une application expansive définie sur un espace métrique
compact X. Il existe u € M tel que

Démonstration. On vérifie facilement que le recouvrement /! par les boules ouvertes de rayon
€1 est générateur, si 2¢; est une constante d’expansivité. On en déduit que

WT) = h(T,U™) = Tim ~In(N(n,e1)),

n—+oo n
ou
n—1
N(n,e) =N (\/ L[?)
=0

On a vu précédemment que N(n,e) < s(n,e) et donc que

1
h(T) < limsup — In(s(n, 1)),

n—+oo T

et on vient juste de voir qu’il existe une mesure y € M telle que

1
hu(T) > limsup — In(s(n,e1))

n—+oo N

|

En fait dans le cas d'un systéme expansif, I'application p + h,(T) est semi-continue su-
périeurement. Les cas les plus simples de systéemes dynamiques expansifs sont donnés par le
décalage de Bernouilli unilatéral o : AN — AN ol A est un alphabet fini de cardinal p > 2,
et les endomorphismes du cercle T : = — pzx, ou |p| > 2. Dans le premier cas la mesure
équidistribuée, c’est-a-dire celle pour laquelle tout cylindre

C(m,ap,ai,...,am) = {(Tn)n>o0|xi = a; si i <m}

est de mesure zﬁ’ a une entropie égale a Inp = h(o) ; dans le second cas la mesure de Lebesgue
a une entropie égale a In |p| = h(T'). On peut se demander également si I’entropie topologique
peut-étre atteinte par plusieurs mesures. La réponse est évidement oui (pensons au cas ou
I’entropie est nulle et ou il y a plusieurs mesures invariantes, une rotation d’angle rationnel par
exemple) ou plus simplement, méme dans le cas d’une entropie strictement positive, prenons la
réunion disjointe de deux systemes dynamiques. Nous verrons cependant que pour les systemes
“hyperboliques” il n’y a généralement qu’une seule mesure invariante d’entropie maximale. Nous
allons commencer par un modele-type de ces systemes, les sous-décalages de type fini.
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CHAPITRE 3 : SOUS-DECALAGES DE TYPE FINI

3.1. Décalage de Bernouilli

Soit A un ensemble fini de cardinal p > 2. Si on munit A de la topologie discrete, on peut
munir 'ensemble X = AN des suites # = (x,,),>0 & valeurs dans A de la topologie produit.
Pour tout mot w = (wo, ..., wmn-1) € A™ et tout ng > 0 on peut définir le cylindre

O™ = {2 = (2n)n>0 € AN | Zpiny = wy, pour tout n € {0,...,m —1}}.

La topologie est alors engendrée par les cylindres. L’espace X est un ensemble compact métrisable
(pouvant d’ailleurs étre muni d’une distance ultramétrique) totalement discontinu et sans point
isolé (on dit que X est un ensemble de Cantor).

Le décalage de Bernouilli (unilatéral) est la transformation continue

c:X—>X

(Tn)n>0 ($n+1)n20.

On sait alors que pour tout ¢ > 1 l'application ¢? a p? points fixes obtenus par con-
caténation d’'un méme mot de longueur ¢ dans l'alphabet A. On sait que ’ensemble des points
périodiques sont denses, et que le décalage de Bernouilli est transitif. Mieux, il est topologique-
ment mélangeant : si U et V sont deux parties ouvertes de X, il existe ng > 0 tel que pour tout
n>mng,ona UNT V) #(.

Le décalage de Bernouilli admet un recouvrement générateur, a savoir le recouvrement C =
(ng)wéx‘b ou

C0 = {2 = (zn)n>0 € AN |29 = w},

et on a

n—1
WT) = h(T,C) = lim Tn (\/ ai(c)> = lim Inp” = Inp.

n—+00 1 ~0 n—-+00
1=

Le fait que o admette un recouvrement générateur nous dit que o est (positivement) expansif
pour toute distance sur X définissant la topologie produit. Il en est ainsi par exemple de la
distance d, associée a a €]0, 1] et définie ainsi :

{ do(x,y) = NV iz £y,
do(7,y) =0 six =y,

ou N(z,y) est le premier entier n > 0 tel que z, # y,. Si x # y, il existe n > 0 tel que
do(0™(z),0™(y)) > a. L’entropie topologique est donc atteinte par une mesure invariante. Le
recouvrement C = (C9),c4 étant également une partition génératrice, on a

n—1
ho(T) = ho(T,C) = lim ~H, (\/ a‘i(C)> |

n—+oo n i—0
Les propriétés de I’entropie métrique nous disent que pour tout n > 1, on a

H, (n\_/ a-i<c>>

i=0

hu(T) <

SHE
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et que
n—1
H, (\/ J_i(C)> <lInp"
i=0
avec égalité si et seulement la partition \/?:_01 o 7%(C) est équidistribuée. Ainsi, il existe une unique
mesure sur X qui maximise ’entropie, il s’agit de la mesure produit équidistribuée, telle que

u(Clo) = p~™ pour tout cylindre associé & un entier ng et a un mot w = (wy, ..., wy—1) € A™.

Si on considére maintenant 'ensemble X = A% des suites bilatérales x = (x3)pcz & valeurs
dans A, muni de la topologie produit, on obtient encore un ensemble de Cantor, dont la topologie
est engendrée par les cylindres

Ch = {1z = (xp)pez € A% | 2pyp, = w, pour tout n € {0,...,m — 1}}.
définis pour tout entier ky € Z et tout mot w = (wy, ..., wy—1) € A™. Le décalage bilatéral
o X—>X

(Tr)kez = (Thi1)kez

est maintenant un homéomorphisme, qui est également topologiquement mélangeant. Le recou-
vrement C = (C9),eca, ol

Coy = {2 = (zr)rez € A% |20 = w},
est générateur (mais pas fortement générateur). On a donc
hT)=h(T,C) =Inp.

Comme dans le cas unilatéral, on montre que la seule mesure d’entropie maximale Inp est la
mesure produit équidistribuée.

Le fait que le décalage de Bernouilli soit expansif implique que pour toute partie fermée
invariante Y, 'entropie topologique de la restriction oly est atteinte par une mesure de proba-
bilité invariante a support dans Y. Nous allons voir une classe de parties invariantes ou ’entropie
topologique peut étre calculée et ou la mesure maximisante est unique et peut étre calculée.

3.2 Sous-décalages de type fini

On s’intéressera aux sous-décalages bilatéraux, on pourrait définir de méme les sous-décalages
unilatéraux. On se donne une matrice carrée A = (4, ;);; d’ordre p a coefficients égaux a 0 ou
1. L’ensemble

Xa={i=(it)kez € {1,...,p}? | Ai,,, =1 pour tout k € Z}
est fermé et invariant par le décalage o : (ix)kez — (ik+1)kez. La restriction o4 = o|x, est un
sous-décalage de type fini.

On supposera qu’il existe toujours un 1 sur chaque ligne et sur chaque colonne. Si pour tout
ko € Z et tout w = (wg, ..., Wm_1) € {1,...,p}™, on pose UK = C* N X4, cette condition
exprime que UZEO est non vide si et seulement si w est admissible, c’est-a-dire si Ay, )., = 1
pour tout k£ € {0,...,m — 2}. On dira que w est de longueur n — 1 et qu’il joint wy & wy_1. la
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topologie de X 4 est engendrée par les cylindres admissibles, c’est-a-dire les ensembles Uff,o qui
sont non vides. On dira que la base d'un tel cylindre est {kg,...,n — 1+ ko}.

Nous allons étudier la dynamique de o4 et en particulier calculer son entropie. Rappelons
d’abord la définition du rayon spectral d’'un endomorphisme.

PROPOSITION 3.2.1 : Soit E un espace vectoriel réel ou complexe de dimension p et L(E)
Uespace des endomorphismes de E. Si || || est une norme sur L(E), alors pour tout L € L(E),
la suite (||L”H%)n20 converge et sa limite p(L) ne dépend pas de || ||. C’est le rayon spectral
de L, il est égal au plus grand module des valeurs propres (complexes) de L. De plus, pour tout
e > 0, il existe une norme || || sur E telle que ||L|| < p(L) +¢ ot || || est la norme d’opérateur
associée :

IL]] = max [[L(v)].
Joll=1

Démonstration. Les normes sur L(E) étant toutes équivalentes, les quantités

. 1 1
liminf [|[L"||=, limsup ||L"|=
n—+00 n—+oo
ne dépendent pas de la norme || ||.
Commencons par prouver le résultat dans le cas ou E est un espace vectoriel sur C. Choisis-
. . 1 :
sons une valeur propre A € C de module maximal et remarquons que liminf,,_, [[L™||» > |A| si

| || est une norme d’opérateur. Pour montrer que limsup,, o ||L”H% < || il suffit de trouver,
pour tout € > 0, une norme || || sur E telle que ||L|| < |\|+¢ pour la norme d’opérateur associée.
On sait qu'il existe une base (v;)1<i<p dans laquelle la matrice de L, notée A, est triangulaire
supérieure. Quitte & choisir § > 0 petit et & remplacer la base (v;)1<i<p par la base (6 v;)1<i<p,
on peut supposer que les coefficients non diagonaux de A ont tous un module inférieur a ¢/p.
Considérons la norme

Joll = ma [z,

en notant z; les coordonnées de v dans la base (v;)1<i<p et remarquons que || L(v)|| < (|A|+¢)]v]|.

Pour étudier le cas ou E est un espace vectoriel sur R on considere ’extension
Lc :u+iv+— L(u) +iL(v)

au complexifié Ec ~ E + ¢E. Chaque norme || || sur Ec¢ induit par restriction une norme sur
E et on a ||lu+iv| < |Jul| + ||v]]. En considérant les normes d’opérateurs associées, on obtient

|L™] < || L], ce qui implique que limsup,, o [|L"]|= < |A|. L’inégalité inverse est évidente si
on peut choisir A € R.. Sinon, on considere un vecteur propre w = u + iv associé a A. On a

A fwll < TIE™ ()] + L™ ()],
ce qui implique que liminf, 4 ||L"||% > |\l
Nous aurons également besoin du lemme suivant :

LEMME 3.2.2 :  Pour tous i, j dans {1,...,p}, le nombre de mots admissibles de longueur
n > 1 qui joignent i @ j est égale a A}, le coefficient (i, j) de A™.

28



Démonstration. En effet,

n. o _ .. . . .
Ai,j - Z ALhAll,lz c 'Aln—l,]'

1< <p,..., 1<in—1<p

Remarquons maintenant que A;;, A;, i, ... Ai,_, j vaut 1si (4,41,...,i,—1,7) est admissible et 0
sinon. O

ProrosiTION 3.2.3 : L’application o4 est positivement transitive si, pour tous ¢, j dans
{1,...,p}, il existe n > 1 tel que A}; > 0. Dans ce cas, on dira que A est irréducible.
L’application o4 est topologiquement mélangeante s’il existe n > 1 tel que pour tout ¢, j dans
{1,...,p}, on a AY; > 0. Dans ce cas, on dira que A est irréducible et apériodique.

Démonstration. Les cylindres UZ»O, i €{1,...,p}, sont non vides. Donc, si o4 est positivement
transitive, alors, pour tous i, j dans {1,...,p}, il existe n > 1 tel que U N UZ”(UJQ) # (. Ceci
signifie qu’il existe un mot admissible de longueur n qui joint i a j. Par le lemme précédent, cela
signifie également qu’il existe n > 1 tel que A'; > 0.

De méme, si 04 est topologiquement mélangeante, alors, pour tous ¢, j dans {1,...,p}, on
aUPn UZ”(U]Q) #+ () si n est assez grand. Donc, si n est assez grand, alors pour tous 7, j dans
{1,...,p}, il existe n > 1 tel que U? N UZ"(U]Q) # () et donc A7 > 0.

Réciproquement, supposons que pour tous 7, j dans {1,..., p}, il existe n > 1 tel que A7'; # 0.

Soient U0 et Ui‘) deux cylindres admissibles. On veut montrer qu’il existe & > 0 tel que
UZEO N JATk (UZZ?) # (). Quitte a prendre des cylindres plus petits, on peut supposer que la base

commune de UX et U,Z‘I,) est {—N,...,N}. Il existe un mot admissible w” de longueur n > 1
qui joint la derniére coordonnée de w & la premiere coordonnée de w’. Ceci implique que le mot
ww’w' construit par assemblage est admissible. Ainsi U0 N o2V _”(Uzé) # 0.

Supposons maintenant qu’il existe n > 1 tel que pour tout 7, j dans {1, ..., p}, on ait A7; > 0.
Tout entier plus grand que n vérifie les mémes hypotheses. Ainsi, 'argument précédent permet

d’en déduire que o4 est topologiquement mélangeant. O
PROPOSITION 3.2.4 : L’entropie topologique de o4 vérifie

h(o4) = In p(A).

Démonstration. Le recouvrement ouvert U de X4 formé par les p cylindres (U)1<;<, étant

n—1

générateur, on sait que h(ca) = h(oa,U). Le recouvrement \/ 04" (U) n’est rien d’autre que le
i=0

recouvrement par les cylindres admissibles UC, de base {0,...,n — 1}. Ils sont bien siir disjoints

deux-a-deux et il y en a exactement
n—1
—i 1
v (Veren) =i
i=0 i

La formule

1M = M 41

Z’Lj
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définit une norme sur 'espace des matrices carrées d’ordre p. Le lemme précédent nous dit que

n—1

_ 1 1 n—1y _ 71; n—1)27) _
hoa)= lm |4 = lim “——ln(A"}|7T) = np(A).

Pour finir, intéressons nous au taux de croissance des orbites périodiques.
LEMME 3.2.5 :  Pour toutn > 1, on a

tFix(o’) = Tr(A"™).

Démonstration. Remarquons que les points fixes de ¢’} sont naturellement associés aux mots
admissibles de longueur n dont les extrémités sont égales. Ainsi, d’apres le lemme 3.2.2, on a

tFix (o Z Ay =Tr(A").

1<i<p

|

Nous verrons dans la prochaine section que si A est irréductible et apériodique, alors il
possede une valeur propre A > 1 et que tout autre valeur propre a un module strictement
inférieur a A\. On en déduit que h(o4) indique le taux de croissance des orbites périodiques. Plus
précisément :

PROPOSITION 3.2.6 :  Si A est irréductible et apériodique, alors

lim ! —In (§Fix(c’})) = h(ca) = Inp(A),

n—-+oo n

Démonstration. En effet, on a

tFix(o’y) = Tr(A™) Z AL,
1<i<p

ol A1, ..., A\, sont les valeurs propres de A. Ceci implique que

L HFix(e)
n—+00 AT

=1.
3.3 Théoreme de Perron-Frobenius
Rappelons I’énoncé du théoreme de Perron-Frobenius.

ProprosITION 3.3.1 :  Soit A une matrice carrée d’ordre p a coefficients positifs. On suppose
qu’il existe N > 1 tel que les coefficients de AN sont tous strictement positifs. Alors :
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i) la matrice A a un vecteur propre u a coefficients strictement positifs et tout vecteur propre
a coefficients positifs est un multiple de u ;

ii) la valeur propre \ correspond a u est simple et strictement positive et tout autre valeur
propre X vérifie |N| < A.

Démonstration. Considérons le cone
C={z=(x1,...,2p) € RP | 21 >0,...,2, > 0}.

Fixons un hyperplan affine H qui rencontre Int(C') et dont la partie linéaire ne rencontre C'
qu’en 0 puis définissons la partie compacte convexe Cy = CN H. On peut prendre, par exemple,

H={(x1,...,2) €ER? | 21 +... + 2, =1}.

Puisque les coefficients de AV sont strictement positifs, on a Au # 0 pour tout v € C'\ {0}.
Par conséquent A induit une application continue Ag : Cy — Cy définie par

RAg(x) = A(Rx),

et les points fixes de Ay correspondent a des vecteurs propres.
Rappelons que le birapport [a, b, ¢,d] de quatre points sur une droite affine A de R? est

(d—a)(c—0b)

wbed =@y

pour n’importe quel systéme affine de coordonnées sur A. Ce nombre est également invariant
par homographie.

On va définir une “distance” dy sur Int(Cp). Si x et 2’ sont deux points distincts de Int(Cp),
on consideére la droite Ay passant par x et 2/, puis les deux points a et o’ de Ag NFr(Cg), le
point a choisi du c6té de x et le point a’ du coté de 2’. On a donc [a,ad,z,2'] > 1 et on peut
définir dg(x,2") = In([a, d’, z,2']). Si on pose dg(x,x) = 0, on obtient une fonction symétrique
réflexive et il n’est pas difficile de voir que dy est continue (on peut également prouver, mais
c’est plus difficile, que dp vérifie I'inégalité triangulaire et définit vraiment une distance).

Le fait que A est & coefficients positifs implique que pour tous x et 2’ on a

dH(AH(x), AH(J}/)) < dH(:U,.Z‘/).

C’est évident si Ay (r) = Ap(2), expliquons pourquoi c’est encore vrai sinon. Notons Aj la
droite passant par Ay (x) et Ag(2'), puis b et b les points de A; NFr(Cx), le point b choisi du
coté de Ag(x) et le point b du coté de Ay (z’). Remarquons que Ay (AgNCx) C AN Ch et
que le point Ap(a) (resp. Ap(a’)) est situé entre b et Ag(x) (resp. entre b’ et Ay (z')) et donc
que
[bv bl? AH($)7 AH(‘T/)] < [AH(CL)7 AH<a/)7 AH<m)7 AH(x/)]

avec égalité si et seulement si Ay(a) = b et Ay(a’) = b'. Remarquons de plus que Ay induit
une homographie entre Ag et A et donc que

[Ag(a), Ag(d), Ag(x), Ag(z")] = [a,d’, 2, 2]

Puisque A" est & coefficients strictement positifs, on sait que A%(CH) est une partie com-
pacte de Int(Cx). Les inégalités précédentes sur les birapports impliquent donc que

A (AR (z), AR (2') < dp(z,2'),
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si x # /. En particulier Ay a au plus un point fixe. Pour montrer 'existence d’un tel point,
considérons un point u ou la fonction x +— d(z, Ag(x)) atteint son minimum. I doit étre fixe
puisqu’on aurait dg (AN (u), AN (u)) < dg(u, Ag(u)) dans le cas contraire, en contradiction
avec la propriété d’extremum.

Remarquons maintenant que pour tout voisinage U de u dans Cp, il existe n > 1 tel que
A} (Ch) C U. En effet, la suite (A% (Ch))n>0 étant décroissante, 'ensemble K = (1,50 A% (Ch)
est compact et vérifie Ag(K) = K. Nous voulons montrer que K se réduit & u. Dans le cas
contraire on pourrait trouver v’ € K qui maximise x — dg(x,u), mais ce point ne pourrait pas
avoir d’antécédent par AY dans K.

(En fait on aurait pu montrer, mais cela aurait demander plus de travail, non seulement que
dp était une distance mais également que A% était contractante, puis utiliser le théoreme de
point fixe de Picard.)

Puisque v = An(u), ce point est a l'intérieur de Cp, et nous avons montré 'assertion i).
Nous voulons maintenant prouver ii). Notons alors A\ la valeur propre associée a u. De fagon
similaire, nous savons que A? a un unique vecteur propre v & coefficients strictement positifs qui
vérifie >°F_, v;u; = 1. On peut identifier v & un vecteur et v & une forme linéaire qui vérifient
vo A= XNvetwv(u)=1. En appliquant la premiere égalité a u, on trouve A* = \. L’hyperplan
Ker(v) est invariant par A et son intersection avec C' réduite a 0. Pour montrer ii) il suffit de
prouver que p (A|Ker(v)) < A. Considérons ’hyperplan affine H = u+ Ker(v) et remarquons que

Ag(u+w) =u-+ %A(w).

Il existe £ > 0 tel que u+w € Cy si w € Ker(v) vérifie ||w|| < e. En appliquant ce qui a été dit
plus haut au voisinage

U={ut+w,weKer(), |[w] < g},

on sait qu'il existe n > 1 tel que A% (Cpy) C U. En particulier pour tout w € Ker(v),
n 1 n
lwlf < &= [|A"(w)]| < FeA

et donc

1
p <A|Ker(v)) < <;) ! A

Remarques

i) Pour tous i, jin {1,...,p} on a

i — A" = wivs
ngrfoo 0 Al = ugvj.
En effet, on a
n—+oo \"
ainsi que
. 1
lim —A"w =
)\n

n—-+o0o
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pour tout w € Ker(v). On peut remarquer que la matrice uvt

vecteur w € Ker(v).

= (uvj);,; fixe u et annule tout

ii) Si les coefficients de A sont formés de 0 et de 1, alors A > 1. En effet

p)\N > Tr(AN) > p.

iii) Si A est une matrice stochastique, c’est-a-dire si Z§:1 A; j = 1 pour tout i € {1,...,p},
alors A = 1. En effet ’hyperplan

H={(z1,....,2p) e R? | &1 +... 42, =1}

est invariant par A’. Les applications A! et (A')y coincident, le point fixe de Ay est un point
fixe de A. En fait, pour toute matrice stochastique M, il existe au moins au moins un vecteur
v = (v1,...,v) & coefficients positifs tels que Y7 _;v; = 1 et qui vérifie vM = v. En effet
I’endomorphisme L dont M? est la trace dans la base canonique, laisse invariante la partie
compacte convexe Cpr. Fixons w € C' et définissons

1 n—1
=— Z LF(w
" =0
Remarquons que
1 1
L) = wnll = | (27(w) = w)| < S diam(C),

ce qui implique que toute valeur d’adhérence v de la suite (wy)n>1 est fixe par L. Le théoreme
de Perron Frobenius nous dit que ce vecteur est unique dans le cas ou il existe une puissance de
M dont les coefficients sont strictement positifs.

3.4 Mesures de Markov

Soit M = (M;;);; une matrice stochastique et v = (v1,...,vp) un vecteur a coefficients
positifs tel que 3P, v; = 1 et vM = v. Il existe alors une unique mesure borélienne de probabilité
wsur {1,...,p}? telle que pour tout w = (wo, ..., wn_1) € {1,...,p}"™ et tout kg € Z, on ait

m—2
M(c{f}o) = Vg <H ka7wk+1> :
k=0

En effet si on écrit
iw = (i,wg,...,Wn-1), wi= (Wo,y..., Wn—1,1),

pour w = (wp,...,wm-1) € {1,...,p}™, et i € {1,...,p}, la formule précédente implique que
pour tout kg € Z, on a

p
>ouC) =1
i=1

et que pour tout w = (wo, ..., wm_1) € {1,...,p}™ ! et tout ko € Z, on a

p p
WO =3t Cio ™) =D m(C)
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(la premiere égalité de la ligne précédente est due au fait que vM = v, la seconde au fait que
M est une matrice stochastique). Le théoréme d’extension de Caratheodory nous dit qu'il existe
alors une unique mesure borélienne de probabilité u définie par ces égalités. On a

ploHCR) = w(C ™) = w(Cl),
ce qui prouve que p est invariante par o.

On peut calculer I'entropie métrique d’'une mesure de Markov. Rappelons que la partition
C = (C?)1<i<r, est génératrice et donc que

. 1 _i
hu(o) = hu(o,C) = nEI—Poo ﬁH(l\_/O a '(C)).
Le calcul donne alors
n—1 )
H\ o7 i@) =~ > plChi.i ) (1(Chi i)
1=0 205815 esin—1
=— > WicMigy - My, (v Mig iy - My, i, )
205815 esin—1 ,
== Z UioMioﬂ'l ce Min—Qvin—l (In Vo + In M'L'Dyil +...+In Min—?:in—l)
10,815y in—1
= — Z Vig In Vig — (TL — 1) ZUiMi,j In Mi,j
10 4,J
et donc

h,u(O') = — Z viMi,j In Mi,j'
i3

PROPOSITION 3.4.1 :  Soit i la mesure de Markov définie par une matrice stochastique M et
un vecteur fize v. S’il existe une puissance de M dont les coefficients sont strictement positifs,
alors la mesure i est mélangeante.

Preuve. 1l suffit de prouver que

. k _ K} k k|
i (Ol o () = (et
pour tous cylindres C*o et CZZ‘?. Supposons que w = (wo, ..., Wn-1) et w' = (wy,...,w,,,_,). Si
n>m— 1+ ko — kj, alors
¥ m—2 IR m’'—1
15 — . n—m —Ko
:U(Cwo Mo n(Cw())) = Vuwy (H ka,wk+1> Mwm_hwé 0 H waﬂ,w;+1 ’
k=0 k=0
ou on écrit M™ = (M]);;, et donc
Iy m—2 m’'—1 y
: k - k
Gl (G N (Ch) = tug (H ka,le) vup | 11 Mgy, | = m(CIn(C0),
k=0 k=0
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car on a vu précédemment que limy, o0 M

i = Vi =

3.5 Mesure de Parry

Supposons que A est une matrice carrée d’ordre p a coefficients égaux a 0 ou 1 et que
Ai,j =0= Mm’ =0.

Le support de la mesure p est inclus dans X 4 car tout cylindre non admissible est de mesure
nulle, ainsi p est une mesure invariante de o 4.

Sl existe N > 1 tel que les coefficients de AV sont strictement positifs, c’est-a-dire si A est
irréductible et apériodique, il existe alors une valeur propre réelle A = p(A4) > 1 plus grande
strictement que le module de tout autre valeur propre. Dans ce cas, il existe une mesure de
Markov particuliere appelée mesure de Parry. Soient u un vecteur propre a coeflicients positifs
(et donc associé & \) et v un vecteur propre de A® & coefficients positifs (donc associé également
a \) tels que P, vju; = 1. Considérons la matrice M, ou

A juy

Mij = Au;
(2

C’est une matrice stochastique car

P
Z A juj = Mg,
j=1
la mesure de Markov associée est la mesure de Parry w4, elle est supportée sur X 4. Le vecteur
propre de M* qui est dans C' N H est (viuq,...,vpu,). Par exemple si A; ; = 1 pour tout (4, j),
alors A\=petu; =v; = %. Dans ce cas la mesure de Parry est la mesure équidistribuée.

La mesure de Parry maximise I’entropie :

ProprosITION 3.5.1 : On a
hya(04) = h(o.4) = Inp(A).

Démonstration. Rappelons que ’entropie métrique de p4 vaut

hu,(oa) = — Z(uwz‘)Mi,j In(2M; ;)

_ Aiju, Az‘,jua‘)
= Z(uzvz) N ln( NG

2%
As v
= Z #(— In (A; juj) +Inwu; +1n ).
7:7‘7‘
Mais
]vlu] A; jviug
—Z b In (A; ju;) :—Z’?l ZUJUJ In u;,
1,J

A;

Z Ml nu; = Zvluz Inw;

2%
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et
Aj juiug
Z’j:u”n)\—ln/\;viui—ln/\.

0,

En fait, c’est la seule mesure qui maximise ’entropie.

PROPOSITION 3.5.2 :  La mesure de Parry pa est la seule mesure i € Mg, telle que hy(o4) =
h(O‘A).

Démonstration. Supposons qu’il existe une mesure p € M,, telle que h,(ca) = h(ca) et
u # pa. Cette mesure n’est pas uniformément continue par rapport & 4. Sinon, on pourrait
écrire du = fdua, ou f € Li(ua) est invariante par 7. Mais py étant ergodique, f devrait
étre constante égale a 1. Puisque p n’est pas uniformément continue par rapport a p 4, il existe
une partie boréliennne B telle que pa(B) = 0 et u(B) > 0. De la méme fagon qu’on a montré
que 4 et p étaient régulieres, on peut construire une suite (B;);>o formée de réunions finies de
cylindres, telle que

lim p(B) = u(B) et lim pa(B) = pa(B) = 0.
=400

l—+00

La partition P = (C?)1<;<, étant génératrice, on sait que

2n—2 n—1
hyu(T) = hy (T, P) = lim 1 Hy ( V Ti(P)> ~ Jim |\ T7(P)
i=0

n—+oo 2n — 1 n—+oo 2n — 1 A
i=—n+1

Remarquons que pour tout cylindre admissible Cffjo associé a un mot de longueur n, on a

m—1
NA(CZZO) = ( H Aik,ikH) VigUi,, A > CAT™
k=0

ou C = inf@j viu; > 0.

LEMME 3.5.3 :  Pour toute famille (z;)1<i<p de nombre positifs

p p P
Zazi =a= —Zﬂcilnxi <aln () .

a
i=1 i=1

Démonstration. La fonction ¢ :t— —tInt étant concave sur |0, +oo[, on a
P P P

}ZW%‘)S— 2ui=1%i In 2i=1%i :aln(p).

P P P p \a

1=

Fixons [ et choisissons n assez grand pour que B; soit réunion d’éléments de P,, = V?:__ln 11 T-4(P).
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On peut écrire

Hy(Po)= Y, ¢wP)+ >,  ouP)

PeP,,PCB; PeP,,PZB,

< u(Bi)In (ﬁ({P < /713?175’5 s Bl})) + (1= p(By))In (ﬁ({P < fﬁ:{;l@f Bz}))

)\2n_1ﬂA(Bl) )\Qn_l(l - ,uA(Bl))
< w(B;)In <CM(Bl)> + (1 = p(By))In < C(1—p(B)) )

— u(B)In (‘Z‘(g)) +(1-u(B))n (HA((B?) +(@2n—1)InA—InC

Remarquons maintenant que cette quantité est inférieure a 2nIn A si [ est assez grand. On a une
contradiction puisque

2n—2
h“(T):é>f12n—1 (vT ) n>f12n (\/ r )

1=—n+1
O
Le résultat qui suit nous dit que la mesure de Parry p 4 est la limite, pour la topologie faible*,
des mesures équidistribuées sur les orbites périodiques.

1
o) 2 O

icFix(o%)

PROPOSITION 3.5.4 : On a pa = limy 100 fbn, 00 fhy =

Démonstration. On doit prouver que pour tout cylindre C*0, on a

lim 1, (C5) = pa(CLY).

n—-+00

Ecrivons P, = Fix(c"}) et rappelons que £P, = Tr(A™). Fixons w = (ig, . . .,im) € {1,...,p}™ "
Pour tout n > m, on a
1P 0 Cp)

Tr(A”)

( H Alk Zk+1> zm,zo

,un(CZO) =

On a vu que
1
lim VTr(A") =1

n——+o0o
et 1
n —_ . .
ngﬁloo \ntimio = Uim Vio-
Ainsi, on a

k‘ _ uim UiO
= (1 ) %2

m—1
= (H Mikvik+1> ViU = ,UA(OZZO)

k=0
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CHAPITRE 4 : DYNAMIQUE HYPERBOLIQUE

4.1 Endomorphismes hyperboliques.

Définition: Soit (E,|| ||o) un espace de Banach. Un endomorphisme u : E — E est hyper-
bolique $’1l existe une décomposition E = E° @ E" en sous-espaces fermés, une norme | ||
équivalente & || ||o et un réel X € (0,1) tels que :

i) wu|gs est un endomorphisme de E* (i.e. u(E®) C E%);
ii) wu|p« est un automorphisme de E" (en particulier u(E") = E");
i) fulps| < Aet [|(ulp)7H < A

iv) pour tout z € E, on a ||z|| = max(||z*], [[z"]), o = x® + x* est la décomposition de x
dans E° @ E™.
On dit que E = E* @ E" est une décomposition hyperbolique, que || || est une norme adaptée

et que u est A-hyperbolique.

Le résultat qui suit nous dit que la décomposition est unique :

ProrOSITION 4.1.1 : Siu: E — E est hyperbolique, les sous-espaces E° et E* sont caracté-
TiS€s comme suit :

- lespace E* est l’ensemble des points x € E tels que lim,_, o u™(x) =0 ;

- Despace E* est l’ensemble des points x tels qu’il existe une suite (zy,)n>0 vérifiant limy, oo Tn =
0 et u™(xy,) = x.

Démonstration. Soit || || une norme adaptée. Alors, pour tout x = z° + 2" € E = E* @ E*, on
au(x) =u"(x®) + u"(z"), ou ||u(x®)|| < A"||z*] et ||u™(z™)| > A7"||z*||. Ceci implique que

0 six, =0
. n — “ '

en d’autres termes .
siz € Eg,

0
lim [|u"(2)| = .
n—1>+oo|| @) {—i—oo siz & Es.
Ces conditions caractérisent E, car elles ne dépendent pas de la norme mais de sa classe
d’équivalence..

Remarquons maintenant que pour tout x € E%, on a lim,_, 100 T, = 0, ot 7, = ((u|gu) )" (x).
Réciproquement, soit (x,),>0 une suite telle que lim,_, oz, = 0 et u™(z,) = . Si on écrit
Ty =xp + ) et x = 2° + 2% on a u"(x)) = z° et u"(z}r) = z*. La norme adaptée || || étant
équivalente a la norme intitiale, on en déduit que lim,,_, | z; = 0, ce que implique que z° =0
car [|z° < A"[|a7 -

Dans le cas ol v est un automorphisme, u~! est lui-méme hyperbolique et on a

i
im[u ()] =

0 sixz € Fy,
+oo siz & Ey.

Remarque : Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E est hyperbolique
si et seulement si les valeurs propres de u ont un module différent de 1. En effet, dans le cas
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ol u est A-hyperbolique et o £ = E° @ E" est la décomposition hyperbolique, toute valeur
propre de u est soit une valeur propre de u|gs (et donc de module < \) soit une valeur propre
de u|pu (et donc de module > A~1). Réciproquement, si les valeurs propres de u ont un module
différent de 1, on peut trouver une décomposition £ = E° @ E* en sous-espaces invariants tels
que les valeurs propres de u|gs ont un module < 1 et les valeurs propres de u|gs un module > 1.
Choisissons A €]0, 1 tel que les valeurs propres de u n’appartiennent pas & [\, A~!]. Les rayons

spectraux de u|ps et (u|g«)~! étant strictement inférieurs & A, on peut trouver une norme || ||
sur E% et une norme || ||, sur E* tels que les normes d’opérateurs de u|gs de (u|g«)~! sont
inférieurs & A. On obtient une norme adaptée en posant ||z| = max(||z*||s, |[|z"].)-

Dans le cas plus général ou E est un espace de Banach, on considere le complexifié Ec
et le spectre sp(u) de wu, formé des nombres complexes A tels que uc — Aldg. n’est pas un
automorphisme. Cet ensemble est compact. Dire que u est hyperbolique signifie que le spectre
ne contient pas de nombre complexe de module 1.

4.2 Automorphismes hyperboliques de T".

Fixons une norme || || sur R" et considérons la distance associée d sur T" = R"/T". Cest-
a~dire, posons
d(@,y) = inf _lz -y,
m(z)=z,(y)=y

ou
m:R"—>T",

r—x+Z"
est la projection. Rappelons qu’il existe € > 0, tel que pour tout z € T, on a
Y(B(z,¢)) = |_| B(z,¢)

(z)=2

et tel que chaque application 7|p(, ) est une isométrie de B(w,¢) sur B(Z,¢).

Soit A un automorphisme hyperbolique de R" dont la matrice dans la base canonique est a
coefficients entiers et tel que det(A) = £1. On note A 'automorphisme de T" relevé par A et
R" = E* @ E" la décomposition hyperbolique de A.

PROPOSITION 4.2.1 :  Pour tout & € T" les ensembles
Wi @) ={geT | lim d(A*5),A"@)) =0}
k——+o0
et R R
WH@) ={geT | lim d(A"{),A"@)) =0}
k——o0
sont les projections dans T" des espaces affines x + E* et v + E*, ot x € 71 ({Z}).

Démonstration. Pour tout y € x + E°, on a

lim_[|A"(y) - A"(@)]| = Tim_[|A"(y — 2)] =0,

n—-+o0o
ce qui implique que R R
lim d(A"(y), A" (z)) =0,

n—-+o0o
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car d(Z',7") < |2’ — /||, pour tout 2’ et y' dans R". Ainsi, on a 7(z + E%) C W*(Z).

Fixons § € (0,¢) tel que
lz —yll <& =[[A(z) — Aly)| <&,

pour tout z et y dans R”. Pour tout § € W*(Z), il existe N > 0 tel que d(A"(7), A™(Z)) < &
pour n > N. Par définition de &, pour tout n > N, il existe un unique k, € Z" tel que
|A™ (y + ky) — A™(2)|| < € et on a || A" (y + kn) — A™(2)|| = d(A™(5), A™(Z)) < 6. Observons que
| A" (y + k) — A" TH(2)|| < e. Ceci implique que k,, 1 = ky,. Ainsi le point y 4 ky appartient
a x + E% ce qui implique que § € m(x + E*). La preuve est similaire pour W*(Z). a

Exemple Supposons que la matrice de A dans la base canonique de R? soit
2 1
1 1)

3 5 3—+b —v5H—1
+2f et Q\f, I’équation de la droite E* est zo = —

Les valeurs propres de A sont x1,

2
x + E" se projettent chacune en une partie dense de T2,

celle de la droite E* est o = x1. Les pentes étant irrationnelles, les droites x + E*° et

PROPOSITION 4.2.2 :  Pour tout T et § dans T", les ensembles W*(Z) et W*(y) ont une
intersection non vide.

Démonstration. Les espaces affines © + E° et y + E" ont une intersection non vide. ]

On peut déduire deux corollaires du résultat précédent (le second pouvant également se
déduire d’arguments de théorie ergodique).

COROLLAIRE 4.2.3 :  Pour tout ¥ € T", les ensembles W*(Z) et W*(Z) sont denses.

Démonstration. Les ensembles W*(Z) et W*(Z) se déduisant de W*(0) et W*(0) par transla-
tion, il suffit de prouver que W#(0) et W*(0) sont denses. On va montrer que leur adhérence
contient 1’ensemble des points périodiques qui, on le sait est dense (c’est Q?/Z2). Puisque 0 est
fixe, les ensembles W#(0) et W*(0) sont invariants. Si Z est un point périodique de A de période
¢, on peut choisir § € W*(0) NW*5(Z). On sait que lim,, ;o A™ () = Z et donc que Z € WH(0).
On démontre de la méme fagon que z € W#4(0). O

On sait que A préserve la mesure de Haar et que la mesure de Haar est mélangeante, puisque
les valeurs propres de A ne sont pas racines de 'unité. La mesure de Haar est donc ergodique,
et on en déduit que A est transitif. Donnons une preuve de ce dernier résultat qui ne fait pas
appel a la théorie ergodique.

COROLLAIRE 4.2.4 :  L’automorphisme A est positivement transitif.

Démonstration. Soit U et V' deux parties ouvertes non vides. Choisissons un point périodique
7 € U et notons ¢ sa période, de méme choisissons un point périodique 7’ € U’ et notons
¢ sa période. On peut trouver § € W*(Z) N W*(Z') et on sait que limy_,_o AF(7) = Z et
limj_, 400 A* () = #. On en déduit quil existe n > 0 et n’ > 0 tels que A"() € U et
A"(§) € V. Ainsi, on a U N A" (V) £ (. ]
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4.3 Perturbation des endomorphismes hyperboliques.
Commencons par la version parametrée du théoréme de point fixe de Picard.

THEOREME 4.3.1 : Soit (X,) et (Y,d) deuzx espaces métriques, Y étant complet. Soit ®
X XY =Y une application continue vérifiant la propriété suivante : il existe A € (0,1) tel que
pour tout x dans X et pour tous y, y' dans Y, on a

d(@(z,y), ®(z,y') < Md(y,y).

Alors, pour tout x € X, il existe une unique solution y = 0(x) de l’équation ®(z,y) =y et la
fonction 8 : X —'Y est continue.

Proof. L’existence d’une unique solution y = () de ’équation ®(x,y) = y est une conséquence
du théoréme du point fixe. Pour montrer que 6 est continue, considérons z et z’ dans X et
observons que

ce qui implique que

A(0(), 0")) < £ (R, 0(2), B, 0(2)).

Fixons z € X. L’application ® étant continue en (x,0(x)), on en déduit que
lim d(f(x),0(x")) = 0.

' —x

On en déduit le résultat important suivant :

PropoSITION 4.3.2 : Soit T : E — E un endomorphisme A-hyperbolique d’un espace de
Banach E. Ecrivons E = E*® E* pour la décomposition hyperbolique et considérons une norme

adaptée || ||. Si ¢ : E — E est une application lipschitzienne de rapport € < eg = 1 — X, alors
=T+ ¢ a un unique point fire x € E, et on a
0
o) < 12O
Eop — €

Démonstration.. Identifions F et E x EY et écrivons
T(z®2") = (T°(z®), T"(2")),
p(z®, ") = (p°(2°, "), " (z°, ")),
Flat,at) = (f5(a, o), f ().
Définissons maintenant

fo(@® 2" — (f3(af 2%), 2" + (Tu)_l(xu — [ (2%, z")).



Remarquons que f = (f%, f*) et f = ( fs,fu) ont les mémes points fixes. Remarquons également
que f est lipschitzienne de rapport (¢ + A). En effet,

172(2®, 2%) = £2(y% y) | < Nle®(2% 2%) = *(v°, y) | + 177 (2%) = T (y°) |
< (e + M) 2") - ( Yl

et
17, 2) = P %y ) = Ml =y 4+ (T 7@ =y = (@, 2™) + [y y™)
= () 7HT (") = TU(y") — f* (2 a®) + fU% y") + 2 —yY)|
= ()7 e (% y") — (2, 2") + 2t — )|
< Aell(@® 2") = (°, y")ll + [l = y"[])
< Ae+ DI, 2") = (v° y)|l
< (e + M, 2") = (v, ¥

Cela implique que f a un unique point fixe z. Remarquons également que

lzll = IF ()1 < llz = FO) = [IF(z) = FO)| < (e + Nllz = 0] = (e + M|z,

et donc que

1

ol < 75— 17O = — 7O <

O)]-

On va en déduire un résultat fondamental sur les endomorphismes hyperboliques.

Définition. Soit F': X — X une application continue sur un espace métrique (X, d) et a > 0.
On dit qu’une suite (x;);cz est une a-pseudo-orbite si d(f(x;),zi+1) < a pour tout i € Z.

PROPOSITION 4.3.3 (LEMME DE POURSUITE) : Soit T : E — E un endomorphisme -
hyperbolique sur un espace de Banach E, ou E = E°® E" est la décomposition hyperbolique et
|| || une norme adaptée. Soit ¢ : E — E une application lipschitzienne de rapport e < g9 = 1—A.
Posons f =T + ¢. Pour toute a-pseudo-orbite (z;)icz de f, il existe une unique orbite (y;)icz
de f telle que

sup ||lyi — x| < +o0,
i€Z

et on a

SupH.% il <
i€EZ 0—¢

Démonstration. Notons & 'espace des suites z = (z;);cz bornées de E, muni de la norme
[2]] = sup [|2]|-
i€Z

C’est un espace de Banach qui se décompose sous la forme & = €% + %, ou £° (resp. EY) est
Pespace des suites bornées de E* (resp. E*). Remarquons que

T €= E

(zi)iez = (T(2i-1))icz
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est A\-hyperbolique avec une décomposition hyperbolique £ = £° 4+ £“. Remarquons que la
fonction

F &€=

(zi)iez = (p(@i-1 + 2i-1) + T(%i-1) — Ti)iez

est bien définie car la suite

(p(@ic1 + 2zic1) + T'(@i—1) — xi)iez = (@(zi—1 + zi—1) — @(xi—1) + f(Tim1) — Ti)icz

est bornée, et qu’elle est lipschitzienne de rapport €. On en déduit que 7 + F a un unique point
fixe z = (z;)icz et que

|7 . o
Eop — & Eo — €&

2] <
Posons y; = z; + ;. On déduit de 1’équation
zi = @(xi—1 + 2zi—1) + T(xi—1) — @i + T(2i-1),

que (y;)iczest une orbite de f vérifiant

sup [ly; — ;]| <
i€Z o — ¢

L’unicité de (z;);ez nous dit que c’est la seule orbite telle que

sup |ly; — zi|| < 4o0.
1€Z

4.4 Perturbation des automorphismes hyperboliques, résultats de conjugaison.

Dans le cas d’un automorphisme, on peut étre plus précis et obtenir le résultat de conjugaison
suivant :

PROPOSITION 4.4.1 : Soit T : E — E un automorphisme A-hyperbolique d’un espace de Ba-
nach. Ecrivons E = E* & Ev pour la décomposition hyperbolique et considérons une morme
adaptée || ||. Si ¢ : E — E est une application bornée et lipschitzienne de rapport € < £1 =
min(||77Y|7, 1 — X), alors il existe un unique homéomorphisme h de E tel que h — Idg soit
borné et vérifie hoToh™' =T + .

Démonstration. La proposition se déduira des trois lemmes suivants
LEMME 4.4.2 : L’application f =T + ¢ est un homéomorphisme.
Démonstration. Remarquons que

f@)=y&T@) +e@)=ycz=T"y) -T " op).

La fonction
O :(z,y) =T (y) —T ' op(x)
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est continue et chaque application partielle z +— ®(z,y) est lipschitzienne de rapport ||77!|le.
Par hypothese, on a [|[T~!||e < 1, et on peut donc appliquer la version parametrée du théoreme
de point fixe. Il existe une fonction continue 6 : E — FE telle que

f@) =y z=0(y).

Ceci signifie que f est un homéomorphisme. O

LEMME 4.4.3 : 5@ @ et sont deuzx applications bornées et lipschitziennes de rapport € < €1,
il existe une unique application continue bornée B : E — FE telle que

(T'+¢)o(Idg +B) = (Idg + B) o (T +¢).

Démonstration. L’application g =T + v étant un homéomorphisme, 1’équation

(T +¢)o(de + B) = (Idg + B) o (T'+ 1))
peut s’écrire
(T+¢)o(ldg+B)og ' =Idg + 5,
ou encore
Toﬂog_l—i—gpo(IdE—I—B)og_l—i—Tog_l—IdE:,B.

Notons &€ = C(E, E) l'espace des fonctions continues bornées f : EF — E muni de la norme
| I, ot ||B]] = sup,eg ||B(x)], puis définissons deux applications 7 : &€ = E et F : £ — € de la
fagon suivante :

T(B)=ToBog™!
FB)=¢o(dg+p)og ' +Tog ' —ldp.
=po(ldp+B)og ' —¢og™!
Remarquons que 7 est A-hyperbolique avec une décomposition hyperbolique £ = £° @ £Y,
ou &% = C(E,E%) et & = C(E, E"), et que F est lipschitzienne de rapport . Par hypothese,
onace<eg <1— A Ceciimplique que 7 + F a un unique point fixe. O

LEMME 4.4.4 :  Sous les hypothéses du lemme 4.4.3, Uapplication h = Idg+f est un homéomorphisme.

Démonstration. Rappelons que f =T + ¢ et ¢ = T + 1. Le lemme précédent nous dit qu’il
existe B et B’ dans £ tels que

fo(dp+pB)=(Idg+p)og
et
(Idg+p8)o f=go(ldg+ ).
Ainsi, on a
fo(ldg + B)o(Idg + ') = (Idg + B) o (Idg + f) o f
et
go (IdE + 5/) o (IdE + ,6) = (IdE -+ 5/) o (IdE + 5) og.

L’application
(Idg + B) o (Idg + f') = Idg = 8+ B o (Idg + ')
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étant bornée et continue, le lemme 4.4.3 appliqué au couple (f, f) nous dit que
(IdE + 5) o (IdE + ,3,) =Idg.
De facon analogue, on a
(IdE + ,8/) o (IdE + 5) = Idg.
Ainsi Idg + 3 est un homéomorphisme et on a (Idg + 3)~! = Idg + 3. O

4.5 Applications aux homéomorphismes de T".

Rappelons que toute application continue F' : T" — T est homotope a un unique endo-
morphisme linéaire F, : T" — T" dont on notera F} le relevement linéaire.

PrOPOSITION 4.5.1 : Soit F' : T" — T" un homéomorphisme tel que Fy est un automorphisme
hyperbolique de R”. Alors F est un facteur F'. Plus précisément, il existe une unique application
continue H : T" — T" homotope a [’identité telle que Ho F' = F, o H.

Démontsration. Considérons la décomposition hyperbolique R" = E* & E* de F,. Fixons un
relevement f : R™ — R" de F. On veut trouver une application continue § : R" — R’
invariantes par les translations entieres telle que

(IdRr + ,8) o f = F* e} (IdRr + B)

On peut écrire cette équation sous la forme
B=F.,of '+ F.0B0f ' —Idgr.

Notons £ l'espace des fonctions § : R" — R” invariantes par les translations entieres.
Remarquons que

T :£E—=E&
B FyofBoft

est hyperbolique avec une décomposition & = E5 B EY, ou £ (resp. E) est I'espace des fonctions
B :R" — E* (resp. § : R" — E") invariantes par les translations entiéres. Puisque la fonction

F :£E—=E
B+ Foof! —Idg-

est constante, on déduit de la proposition 4.3.2 qu’il existe une unique application 5 € &£ telle
que
6:F*Of71+F*O/BOf71_IdR’"7

c’est-a-dire telle que
(Idgr + B) o f = Fi o (Idr- + B).

L’application h = Idrr+ 0 releve une application continue H : T" — T7 telle que HoF' = F.oH.
Il reste a prouver que H est surjective. Ceci peut-étre prouvé par des arguments de topologie
algébrique, ¢’est une conséquence du fait que deg(H) # 0. On a une preuve tres sunple dans le cas
ou r = 2. L’ensemble H (T2) est compact et invariant par F*7 car Ho F = F, o H. L’ensemble
des points périodiques de F, étant dense, il suffit de prouver que H(T?) contient tout point
périodique Z. Ce sera le cas si H(T?) rencontre W*(z). Fixons un antécédent x € R? de 7 par
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la projection de revétement 7 et remarquons que 7~ !(H(T?)) rencontre W*(z) = z + E*. En
effet 7=1(H(T?)) = h(R?) est connexe et invariant par les translations entieres. O

La proposition suivante nous dit que tout automorphisme linéaire hyperbolique A de T7 est
C'-structurellement stable : si F est un difféomorphisme proche de A en C'-topologie, alors F
est conjugué a A. En d’autres termes, il existe € > 0 tel que F' est conjugué a A si

sup d(F(2), A(®)) < e
ZETT
sup d(F~1(2), A (8)) < ¢
zETT
sup |[DF(z) — Al <e
zETT
sup |[DF1(z) - A7 <e.
z€Tr

En fait, on a résultat plus précis :
PROPOSITION 4.5.2 1 Soit A un automorphisme linéaire A-hyperbolique. Notons E = E*® E“

la décomposition hyperbolique de A et considérons une norme adaptée || ||. Soit F : T" — T"
une application de classe C-telle que

1

sudea?,Af <egp=- min |k,
s d(F(E), A@) <0 = min 1]

sup |[DF(Z) — Al| < e1 = min(||A7Y71 1= \).
zETT

Alors F est un difféomorphisme de classe C' et il existe un unique homéomorphisme homotope
a lidentitée H : T" — T" tel que Ho F = Ao H.

Démonstration. On sait que la condition

sup d(F(7), A(7)) < e
zeTr

implique que Fy, = A. Fixons un relevement f : T" — T" de F. On peut écrire f = A + 1,
oy : R" — R" est une application de classe C' invariante par les translations enticres.
Commencons par prouver que f (et F') sont des difféomorphismes. Pour cela, énongons la version
différentiable du théoreme de point fixe avec parametre.

LEMME 4.5.3 :  Soit E et F' deux espaces vectoriels normés, F' étant un espace de Banach. Soit
®: E x F — F une application de classe CP, p > 1, telle que

sup [[D2®@(z,y)[| = A < 1.
x?y

Alors, pour tout x € E, il existe une unique solution y = 0(x) de l’équation ®(x,y) = y. De
plus, application 0 est de classe CP et on a

Dé(z) = (Idp — Do®(z,0(x))) "' o D1®(z,6(z)).
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Démonstration. Chaque application
y = (z,y)
est lipschitzienne de rapport A. On peut donc appliquer le théoreme du point fixe avec parametre
et obtenir une fonction 6 : E — F, ou y = #(x) est I'unique solution de I"équation ®(z,y) = y.
Pour prouver que 6 est de classe CP, il suffit d’appliquer le théoréeme des fonctions implicites &
I’équation
@(1‘7 y) —y=0

en un point (zg, #(zg)). On peut résoudre localement ’équation (car Idp — Do®(xq, 0(x¢)) est
inversible) et obtenir une fonction 0 de classe CP définie sur un voisinage de zo. Mais cette
fonction n’est rien d’autre que la restriction de 6 a ce voisinage. O

LEMME 4.5.4 :  L’application f = A+ est un difféomorphisme de classe C*.

Démonstration. Remarquons que

f@) =y Al@) +y@) =y z=A""(y) — A oy(a).
La fonction
@ (z,y) > AT (y) — AT og(a)

est de classe C! et chaque application partielle 2 +— ®(z, y) est lipschitzienne de rapport ||A~Y|e
puisque

sup | Da®(z, y)|| = A~ |e < 1.

z7y

Utilisant le lemme 4.5.3, on obtient une fonction # : E — E de classe C' telle que

f) =y e x=0().
Ceci signifie que f est un difféomorphisme de classe C*. O

La proposition 4.4.1 nous dit qu’il existe un unique homéomorphisme h : R"™ — R" tel que
ho f = Aoh et tel que h—IdRr soit borné, la proposition 4.5.1 qu’il existe une unique application
continue A : R" — R telle que ho f = Ao h et telle que soit h — Idgrr soit Z"-périodique. On
en déduit que h = A’ releve un homéomorphisme H de T? homotope & I'identité. O

4.6 Le théoreme d’Hartman-Grobman.
Le théoreme d’Hartman-Grobman est un résultat de conjugaison locale :

THEOREME 4.6.1 :  Soit f : U — R” une application de classe C' définie sur une partie ouverte
U de R" ayant un point fize xq tel que la différentielle T = D f(xo) est un automorphisme hyper-
bolique. Alors il existe un voisinage V .C U de xq, un voisinage W de O et un homéomorphisme
h 'V — W tel que tout pour tout x € V', le point f(x) appartient a V si et seulement si T'(h(x))
appartient a W et dans ce cas, on a f(z) = h~Y(T(h(z))).

Démonstration. Quitte a conjuguer f par une translation, on peut toujours supposer que xg =

0. Le théoreme est une conséquence du théoreme 4.4.1 et du lemme d’extension suivant, si on
choisit ¢ assez petit.
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LEMME 4.6.2 :  Pour tout € > 0, on peut construire une fonction f :R" — R telle que :
i) f et f coincident sur un voisinage de 0;

ii) f— T est bornée et lipschitzienne de rapport €.
Proof. Considérons la fonction n : R — R ou
0 six <1,
nx) =<1 sixz > 2,
x—1 sizell,?2]

en remarquant qu’elle est lipschitzienne de rapport 1. Fixons «q tel que B(0,2ag) C U. Pour
tout € > 0, on peut trouver a < ag tel que pour tout = € B(0,2a) on a

|Df(w) - T] < 3.

ce qui implique que pour tous z et y dans B(0,2«) on a
€
IF (@) = T() = fy) + T < llz —yll.

En posant y = 0, on obtient
€
1F(2) = T(@)l < Izl

foy = (10 (B0)) s+ (1) 700,

ll=ll
«

Definissons

Cette formule a un sens car 1 —n ( ) s’annule si ||z|| > 2«. Posons

ll=ll
«

ple) = Flo) - Ta) = (1= 0 (21)) (@) - T(@))

L’application ¢ est bornée et s’annule hors de B(0,2a). Prouvons qu’elle est lipschitzienne de
rapport €. Fixons = et y dans R". Si ||z] > 2a et ||y|| > 2, on a

le(x) = ()l = 10 = 0[] = 0.

Si||lz|| <2aet ||ly]| > 2, on a

o) =) = o) = (n (1) = (1)) (50 - 7o)

(6 «

et donc

o) — o)l = o (1) = (B 7o) - pogy < S22 <y

« 4

Silz|| <2aet ||ly]| < 2a, on a

e)—etn) = (1= (L)) s@ -0 -r@+ 160+ (0 (L) =0 (1)) ) -7

et donc
|z — y|| 26

< — Yl
=2 <eflo—y

le(@) — el < <l -yl +
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Remarque. On peut légerement modifier le raisonnement en choisissant une fonction lisse 7
vérifiant

n(z) =0 six <1,
n(x) =1 siz > 2,
0<7n(x)<2 sizell,?2
et une norme euclidienne || ||. On en déduit que si f est de classe CP, il en est de méme de .

4.7 Le théoréme de la variété stable.

On va énoncer un autre théoreme local, qui est complémentaire au théoreme d’Hartman-
Grobman. Commencons par 1’énoncé suivant :

ProprosiTION 4.7.1 : Soit T : E — E un endomorphisme A-hyperbolique d’un espace de
Banach E, ou E = E®* @ E" est la décomposition hyperbolique et || || une norme adaptée. Soit
¢ : E — E une fonction bornée et lipschitzienne de rapport e < eg = 1 — X vérifiant p(0) = 0.
Si on note f =T + ¢, alors l'ensemble W*(0) des points x € E tels que la suite (f"(x))n>0 est
bornée est la graphe d’une fonction ¢ : E® — E™ qui est lipschitzienne de rapport (A +¢) (on
identifie ici E et E* x E*). De plus, f est lipschitzienne de rapport A\ + ¢ sur ce graphe et on a
donc
Wi0)={xze E | lim f"(z)=0.}

n—-+o0o

Démonstration. Fixons r €]\ + ¢, 1] puis définissons 'ensemble £ des suites x = (x5, )n>0 dans
E telles que la suite (r~"x,,),>0 est bornée. C’est un espace de Banach quand on le munit de la
norme

]| = sup 77" |z ]|.
n>0

On a une décomposition & = E* @ E° @ EY, ou E° est l'espace des suites z = (x,)p>1 dans E*
telles que la suite (r~"xzy)n>1 est bornée et £ est 'espace des suites © = (2 )n>0 dans E* telles
que la suite (r~"zy)n>0 est bornée.

A chaque suite (x;)nzo = (2}, + z¥)n>0 on peut associer deux suites (y;)n>1 et (y)n>0 en
posant

Yng1 = [o(an, zy) = T°(a3) + ¢° (27, )
Y =y + (T) gy — (a5, 2p) = (TN ah i — (25, 73))
Remarquons que si (75)n>1 €t (J2)n>0 sont associées a une autre suite (Zp)n>0 = (T8 + T4 )n>o0,
alors
[9ns1 = Ungrll < A+ e)llzn — Znl|
yn = Tnll < Mznt1 — Zpiall + Aellzn — Tn |-

Comme les deux suites associées a la suite nulle sont les suites nulles, on en déduit que (yﬁ)nzl IS
&% et (Y )n>0 € £ On a donc défini une application

O E~NEXEXE - ExEN
D : - Ate
Cette application est lipschitzienne de rapport ——. En effet,
T

Ate .
|z — 2]

e e e O ] Rt B
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et
A+e

Py = Gl < AerT|lzn = Znll £ ArT [0 = Tpga || < (Ae ) [ = 7] < [l = Z[].

€
Puisque < 1, on peut appliquer la version a parametre du théoréme de point fixe (théoreme

r
4.3.1) : pour tout z§ € E*, il existe 0(zj) € £% x E, uniquement défini et dépendant contintiment
de x§, tel que §(z) = P(z,0(xf)). En écrivant

0(x5) = ((0n(25))n=1, (05(25))n>0) ,

on obtient
Ty = (@5, 2n), wp = fU(5, ).

En d’autres termes, le théoreme nous dit que pour tout z{, il existe un unique point z§ =
0y (z§) € E™ tel que la suite (f"(zf,x§))n>0 appartient & € et de plus la fonction ¢ = 6 est
continue. Si on prend r = 1, on en déduit que I’ensemble des points x dont 'orbite positive est
bornée est le graphe de 9. De plus la suite (r~" f™(x))n>0 est bornée pour tout r > A+ ¢, ce qui
implique que lim,, 4 f"(x) = 0 si la suite (f"(z))n>0 est bornée. Prouvons maintenant que
0 est lipschitzienne de rapport (A + ¢€), ce qui impliquera une propriété analogue pour . Si on
pose r = 1, on obtient

16(z5) — 0(z) || = [|[@(25, 0(5)) — (25, 0(%5)) |
< (A4 &) max(||zg — 5[, [|6(x5) — 0(Z5)]]
ce qui implique que
16(x5) — 6(F)[| < (A + &)llxg — 5]

Il reste a prouver que la restriction de f au graphe de 1 est lipschitzienne de rapport (\ + €).
Pour cela, notons que

1f (2, (5)) = f(@5, L (@) = I, ¢ (25)) — f(@5, (@)
< AMlag — 25| + el (25, ¥ (25)) — (26, ¥ (25))
< A+ o)l () — (6, (@)

On peut améliorer le résultat

PROPOSITION 4.7.2 1 En gardant les hypothéses de la proposition 4.7.1 et en supposant de plus
que @ est de classe CP et que Dp(0) = 0, on peut montrer que ¢ également de classe CP et
vérifie Dip(0) = 0.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la version différentiable du théoreme de point fixe avec
parametre (Lemme 4.5.3). II faut donc prouver que la fonction ® introduite dans la preuve

. . . Ate .
précédente est de classe CP. Elle vérifiera nécessairement ||D®(z)|| < —— puisqu’elle est
r

lipschitzienne de rapport % Il n’est pas difficile de voir qu’il suffit de prouver que

F &E=E

(Zn)nz0 = (f(zn))n>0
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est de classe CP. On doit nécessairement supposer que r < 1 (sinon, c’est faux). On va se limiter
a prouver quelle est de classe C! et que la différentielle en z = (z,,),>0 est la fonction

L E=E
(hn)nz0 = (D f(zn)-hn)n>o0 .

Notons que cette application est bien définie car lim,_, 1~ x, = 0, ce qui implique que la suite
(D f(zn))n>0 est bornée. Ecrivons

F(n+ hn) — f(@n) = Df (@n) on = /01 (Df(2n + the) — Df(2n)) . hn dt.

Supposons que ||h]| < 1 et fixons € > 0. Il existe un entier N > 0 tel que pour tout n > N et
tout t € [0,1], on a || D f(zy, +thy) — Df(xy,)| < e. De plus, il existe n € (0,1) tel que si ||l < 7,
alors pour tout n < N et tout ¢ € [0,1], on a ||Df(xy, + th,) — Df(x,)| < e. Ainsi, si ||h] <7,
alors

1 (x+h) — () — L] < el

ce qui signifie que f est différentiable en x et que D f(z) = L.

On peut calculer D (0) directement. On peut utiliser également I’argument suivant. Puisque

V(72 9(2”)) = f4 (2% (7))

et
Y(x®) = DY(0). 2° + o(x?®)
fi@® Y(x®) =T 2° + o(x?) ,
[U@* (@) = T (@) + o(a®) = T* 0 D(0). 2* + o(a”)

on sait que

Dy(0) o T°.2° = T" o D(0). 2° 4 o(x®),

et donc que
D(0) o T? =T" o D(0),

ce qui implique
Dy(0) = (T*)" o Dy(0) o (T7)",

for every n > 0. En faisant tendre n vers 400, on obtient D1(0) = 0. O
Enon(;ons maintenant le théoreme de la variété stable locale :

THEOREME 4.7.3 :  Soit f : U — R" une application de classe CP, p > 1, définie au voisinage
d’un point fize xo. On suppose que D f(xo) est \-hyperbolique, A € (0,1), on note R" = E*® E*
la décomposition hyperbolique et on considére une norme adaptée || ||. Fizons X' €]\, 1[. Alors,
il existe 6 > 0 tel que ensemble W3 (xo) des points x € U vérifiant || f™(x) — x| < 6 pour tout
n > 0 est le graphe d’une fonction de classe CP

W : oz + (E N B(0, 5)) — E*NB(0,0)
vérifiant

¢($0) =0, D¢(l‘0) =0.
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De plus, pour tout xg € Wi (o) et tout n >0, on a

1£7 () = @oll < A"l — o]

Démonstration. On peut toujours supposer que xg = 0. D’apres la remarque qui suit le lemme
4.6.2, on sait qu’il existe une application f : R™ — R"™ de classe CP qui coincide avec f au
voisinage de z, tel que f — Df(0) est lipschtizienne de rapport (A — ). Soit v : ES — Ev
I’application donnée par la proposition 4.7.1. Si § > 0 est assez petit, f et f coincident sur la
boule B(0,6) de E. Définissons maintenant ¢ comme la restriction de ¢ & la boule B(0,48) de
E*. O

Remarques. L’ensemble W3 (xg) est appelée la variété stable locale de x(. Dans le cas ot les
valeurs propres de D f(xg) ont toutes un module < 1, alors W (zg) = B(zo,d). Dans ce cas, on
dit que xg est un puits ou un point fize attractif : tout point d’un voisinage de xq est attiré par ce
point. Dans le cas ou D f(z) est un automorphisme hyperbolique, alors f est un difféomorphisme
local et on peut définir de fagon similaire la variété instable W' (x) de zo. Les ensembles W3 ()
et W§'(zo) sont des sous-variétés de dimensions complémentaires (respectivement de dimensions
dim(E®) et dim(E")). Elles sont tangentes a E° et & E* en x( et ne s’intersectent qu’en ce point.
Dans le cas ol les valeurs propres de D f(xg) ont toutes un module > 1, alors W' (zg) = B(xo, 9).
Dans ce cas, on dit que xg est une source ou un point fixe répulsif.

Nous allons conclure cette section avec le théoreme de la variété stable globale :

THEOREME 4.7.4 :  Soit f : M — M un difféomorphisme de classe CP, p > 1, sur une variété
M qui five xo. Supposons que Ty, f est hyperbolique et que Ty, M = E*@® E" est la décomposition
hyperbolique. L’ensemble

Wiao) = {r € M | Tm_f'(x) =0}

est l’image d’une immersion injective 0° : E* — R de classe CP telle que 6°(0) = xq et telle
que Tp0?° est Uinclusion 1° : E° — T M. On Uappelle la variété stable de xo. L’ensemble

Wilz) = {w € M | lm_ ") =0}

est 'image d’une immersion injective 8% : E* — R de classe CP telle que 0“(0) = x¢ et telle
que Tp0" est Uinclusion i : EY — T, M. On Uappelle la variété instable de zg..

Démonstration. On suppose que Ty, f est A-hyperbolique et on considere une norme || || adaptée.
On munit M d’une structure riemmannienne et on note ® : 7, M — M l'application exponen-
tielle. C’est un difféomorphisme entre un voisinage de 0 dans T, M et un voisinage de o dans
M tel que Tp® = Ideo M- Ainsi, il existe un difféomorphisme f : TpoM — Ty M de classe CP
qui coincide avec ®~! o f o ® sur une boule B(0, ), et telle que f— Ty, f est lipschitzienne de
rapport A’ — \. Soit {/; : B% — E" Dapplication introduite précédemment. Pour tout x € E?,
il existe n > 0 tel que ||f™(z,¢(x))|| < 8. Posons O(zx) = f~™(®(f™(z,1(x)))) et remarquons
que 0(x) ne dépend pas de l'entier n. Remarquons également que 6 est de classe CP, est une
immersion injective et que son image est exactement W#*(zp). On fait la méme chose pour la
variété instable.
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Remarques.

i) Dans le cas ou ¢ est un puits (resp. une source), 'ensemble W#(zq) (resp. W*(z)) est une
partie ouverte connexe appelée bassin d’attraction (resp. basin de répulsion ) de xg.

ii) Les variétés W*(xg) et W"(zo) peuvent s’intersecter en un point différent de xg, comme on
I’a a vu dans le cas des automorphismes hyperboliques de T".

ii) Soit f un diffSomorphisme de classe C! d’une variété M et zg un point périodique de f,
de période ¢. On dira que zq est hyperbolique si Ty, f? : Ty, M — T,,M est hyperbolique. On
peut appliquer le théoreme de la variété stable a f9. Les ensembles W*(zq) et W"(z) vérifient
les propriétés suivantes

Wao) = {z € M | lm_d(f"(z), f"(x0)) = O},
We(zo) = {z € M | lm_d(f™"(x), /" (x0)) = O}

4.8 Ensembles hyperboliques

Soit f un difféomorphisme de classe C' sur une variété lisse M munie d’une métrique riem-
manienne. On dit qu'une partie compacte invariante X est hyperbolique s’il existe pour tout
point z € X une décomposition E(z) = E*(z) @ E*(x), un réel 1 < 1 et une constante C' > 0
tels que

- pour tout v € E*(x) et tout n >0, on a ||Tf™(z).v]| < Cu"||v] ;
- pour tout v € E%(x) et tout n >0, on a ||Tf~"(z).v]| < Cp"||v|.

Il n’est pas difficile de voir que cette condition est indépendante de la structure choisie et que
les fonctions = +— E®(x) et z — E"(x) sont continues. En particulier la dimension des espaces
stables et instables est localement constante (mais pas nécessairement constante). L’exemple le
plus simple est celui d’une orbite périodique hyperbolique, mais nous avons vu également les
automorphismes hyperboliques du tore, ot le tore tout entier est hyperbolique. Nous en verrons
d’autres plus loin. Il n’est pas difficile de voir qu’il existe une borne inférieure uniforme a ’angle
formé par E*(z) et E*(z). On peut également montrer que f|x est expansif. Le résultat qui suit
permet de définir les variétés stables et instables d’un point de X.

THEOREME 4.8.1 : Soit f : M — M wun difféomorphisme de classe C' et X une partie
compacte invariante hyperbolique. On suppose que chaque ensemble E*(x) est de dimension rg
et chaque ensemble E"(z) de dimension r,. Choisissons § > 0 assez petit et définissons, pour
tout x € X, les ensembles

Wige(z) ={y € M |n > 0= d(f"(y), ["(z)) <4}

et
Wice(w) ={y € M[n>0=d(f"(y), [ "(x)) < d}.

i) Chaque ensemble W*(z) (resp. W¥(x)) est l’image d’un plongement de classe C' de la boule
euclidienne unité Bys de R™ (resp. Byu de R™" ) valant x en 0, qui dépend continiment de x pour
la C'-topologie (i.e. pour la convergence uniforme du plongement et de l’application dérivée).
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ii)  Pour tout ' €)p, 1], il existe une constante C > 0 tel que
y € Wige(z) = d(f"(y), f*(x)) < Cp™ si n>0

et
y € Wino(x) = d(f"(y), f"(x)) < Cpu™ si n>0.

iii) Pour tout x € X les ensembles
Wo(z) ={y € M| lim d(f"(y),f"(z)) =0}

et
Wite(@) ={y € M| lm_d(f™"(y), f"(x)) = 0}

sont des plongements de classe C' de R et on a

= U (@), W)= {J " Wie(f " (2)))

n>0 n>0
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CHAPITRE 5 : PARTITIONS DE MARKOV

On va étudier dans cette section des systemes dynamiques qui sont facteurs de décalages de
type fini. Ce n’est pas toujours le systeme dynamique qui apparait comme facteur, mais souvent
la partie dynamique la plus intéressante, comme par exemple la restriction a I’ensemble des points
non errants. La situation se présente généralement ainsi. On se donne un systéme dynamique
topologique T' : X — X. On écrit X = (J;c; i, comme réunion finie de parties fermées dont
les intérieurs sont mutuellement disjoints. Une suite i = (i,)n>0 € I code I'orbite d’un point
x € X, st T"(z) € R;, pour tout n > 0. Une “bonne” décomposition est une décomposition
pour laquelle, pour tout i = (in)n>0 € IN Uensemble H(i) = (507 "(R;,) contient au plus
un point. Dans ce cas, ’ensemble Z des suites i pour lesquelles H7(1) est non vide est invariant
par le décalage o, et il est fermé si X est compact. Si on écrit H(i) = {h(i)}, on obtient une
semi-conjugaison h : Z — X de 0|z a T. Remarquons que si T : X — X est expansif et si
X est compact, alors toute décomposition formée de parties fermées de diametre suffisamment
petit est une bonne décomposition. Une bonne décomposition est intéressante si la dynamique
sur Z peut étre décrite précisément. Nous verrons plusieurs cas ou Z est ’ensemble

Xa={i= (ir)ken € {1,... ,p}z | Aiy iy, = 1 pour tout k€ Z}.

définie par une matrice carrée A = (A;;);; d’ordre p a coefficients égaux & 0 ou 1 et ou T'
est donc un facteur d’un sous-décalage de type fini. On a dans ce cas une décomposition (ou
par abus de langage partition) de Markov. Un exemple-type est la partition de Markov T! =

Uo<i<p ([%, %] + Z) qui est associée T' : x — px. Ici, c’est le décalage sur {1... ,p}N qui code
les orbites de T'. Bien str on peut définir de méme des partitions de Markov pour des systéemes

inversibles avec codage dans IZ.

5.1 L’application logistique
La famille logistique (f\)a>0 est définie ainsi :

f>\ R—R
x = Az(l —z).

Commengons par énoncer certaines propriétés simples. Remarquons d’abord que tout point a au
plus deux antécédents, que 0 est un point fixe de f) et que 1 est envoyé sur ce point fixe. Notons
aussi que [0, 1] est positivement invariant si et seulement si 0 < A\ < 4. Dans le cas ou A > 1,
remarquons que si < 0, alors la suite (f}(2))n>0 est décroissante et vérifie nll)rfoo i(x) = —o0.

Cette derniere propriété est encore vraie si z > 1 car fy(z) < 0. L’ensemble des points d’orbites
bornées s’écrit donc
Xy =) f7([0,1]).
n>0
C’est une partie compacte incluse dans [0, 1], égale & cet ensemble si A € [1, 4] et non connexe si
A > 4. Tout point x ¢ X vérifie lim fY(z) = —o0.
n—+o0o

Le cas le plus intéressant est le cas ol A < 4, il y a une tres grande richesse de dynamiques
possibles, c’est une famille étudiée par grand nombre d’auteurs. Dans le cas, ou A = 4, on peut
montrer que fy|j ] est un facteur du décalage de Bernouilli sur {0, 1} & ’aide de la partition
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de Markov {[0,1/2],[1/2,1]}. Le cas A > 4 est encore plus simple car on peut montrer, a I’aide de
la méme partition de Markov, que fy|x, est conjuguée au décalage. Nous allons en donner une
preuve dans le cas ot I > 2 + /5. Dans cette situation, on aura |f}(x)| > 1 pour tout = € X).

PROPOSITION 5.1.1 :  Supposons que A > 2 + /5. Pour tout i = (in)n>0 il existe un unique
point x = h(i) € X tel que pour tout entier n >0 on a :

{0 < f(x)

<
3 < fie) <

Lapplication h est un homéomorphisme de {0, 1N sur Xy = M50 /5 "([0,1]) qui induit une
conjugaison entre le décalage de Bernouilli o et fy|x, .

Démonstration.. Les solutions de 'équation f(z) = 1 sont

1ot
2 4 N
On en déduit que f71([0,1]) = Ag U A; ot
1 1 1 1 1 1
Ao= 0,2 —y/>— |, Ar=|z44--21
° [’2 4 )\]’ T2V )\’]

Remarquons maintenant que le minimum m de |f’| sur Ag U A; est donné par
1 1 1 1 1 1
T N S T S
"= <2 4 )\) f (2 Vi /\>

szAy/i—%zx/A2—4)\>\/(2+\/5)2—4(2+\/5):1.

Fixons i = (ip)n>0. On en déduit que, pour tout N > 0, Pensemble (g, <y [~ (A;,) est un
intervalle de longueur < m~". Ceci implique que ,>¢ f "(4;,) est réduit & un point h(i).
L’application h est évidement injective et induit une bijection entre {0, 1}V et X\ (qui est un
ensemble de Cantor). Elle induit une conjugaison entre o et f\|x, . O

Ainsi,

Remarque. On a une conclusion analogue si A > 4 mais la preuve demande un outil plus
sophistiqué : la dérivée schwarzienne.

5.2 Le fer a cheval de Smale

On va décrire un exemple géométrique di a S. Smale. Soit R = [a, b] X [, d] un rectangle de
R2? et f: R — f(R) un difféomorphisme tel que :
- f(R)NR est la réunion de deux rectangles verticaux Ry = [ag, bo] X [¢,d], R1 = [a1,b1] X [¢, d]
ona<ay<by<ar <by <b;

f~Y(R)NR est la réunion de deux rectangles horizontaux f~1(Ry) = [a, b] x[co, do], f 1 (R1) =
[a,b] X [c1,d1] ot e < ¢p < dp < 1 <dy <dj
- il existe A < 1 < pu tels que f| F-1(Ry) st une application affine dont la partie linéaire
est (z,y) = (Az,py) et flr-1(r,) une application affine dont la partie linéaire est (z,y)
(—Az, —py).
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Si on veut construire un difféomorphisme global, on écrit Dy pour le demi-disque en dessous
de son diametre [a,b] x {c} et D; pour le demi-disque au dessus de son diametre [a,b] x {d}.
On note D le disque topologique D = Dy U Dy U R et D’ ’adhérence du complémentaire de D
dans la sphere de Riemann S = R? LI {co}. On suppose que f est un difféomorphisme défini sur
S qui vérifie les propriétés supplémentaires suivantes :
- f(Do) CInt(Dy) et N0 f"(Do) = {20}, ot 2o est un point fixe de type puits ;
- f(D) C Int(D) and ,5o f~™(D’) = {00} ol1 0o est un point fixe de type source.

Sous ses hypotheses remarquons que f(D1) C Dy. Ainsi les points z € D qui ne sont pas
attirés par zg sont les points z € D dont l'orbite positive reste dans R, c’est-a-dire ’ensemble
Ni>o f ~k(R). De méme, '’ensemble des points z € R qui n’appartiennent pas au bassin répulsif
de 0o est <o fF(R).

Remarquons que pour tout n > 1, 'ensemble (g<p<, f~*(R) est la réunion de 2" rectangles
horizontaux de largeur p~"(d — ¢) et, par conséqu_en_t que >0 f7*(R) est un ensemble de
Cantor de segments horizontaux. De méme, pour tout n > 1, I'ensemble No<ren JE(R) est la
réunion de 2" rectangles verticaux de largeur \"(b — a) et Ny>o f*(R) un ensemble de Cantor
de segments verticaux. En conclusion, I'ensemble invariant maximal contenu dans R, & savoir
X = Niez f7*(R), est un ensemble de Cantor. Remarquons que f|x est conjugué au décalage
bilatéral o sur {0,1}% par ’homéomorphisme

h:(in)kez = () F7(Riy)-
keZ

La décomposition { Ry N X, Ry N X} est une partition de Markov de f|x.

On en déduit alors immédiatement les résultats suivants :
- L’application f|x est topologiquement transitive.
- Les points périodiques sont denses dans X ainsi que dans Q(f) = X U {z0} U{o0}.

- Pour tout point z = (z,y) € X le segment W _(z) = [a,b] x {y} est formé de points 2’
vérifiant limg_, oo d(f*(2'), f¥(2)) = 0 et le segment W (2) = {2} x [¢,d] formé de points 2’
vérifiant limy,_, o d(f*(2'), f¥(2)) = 0.

- Il y a quatre points fixes de f ; un puits en zp, une source en oo, deux points de type selle
dans X.

- Il'y a2+ 2" points fixes de f™. Excepté zg et 0o, tous les autres points sont de type selle et
on a W#(2) = Upso [ TF(WE.(2)) et W¥(2) = Upso [P (W (2))-

- Pour tout point périodique de type selle z, les variétés W*(z) et W*(z) ont une intersection
transverse en une infinité de points z. Si 2’ est un autre point périodique de type selle, il en est
de méme de W#(2) et W¥(2').

- L’entropie topologique de f vaut In2, c’est I'entropie h,(f) d'une unique mesure de proba-
bilité, celle-ci est la limite, pour la topologie faible®, des mesures équidistribuées sur les orbites
périodiques.

- L’ensemble X est hyperbolique de méme que Q(f) (puisqu’on ajoute & X un puits et une
source).

5.3 L’application de Hénon
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Nous allons voir maintenant un exemple explicite ou apparait un fer a cheval de Smale. La
famille de Hénon (f,c)pej0,1],ccr est une famille de difféomorphismes du plan définie ainsi :

fre : R — R?
(z,y) — (22 + ¢ — by, x).
Remarquons que la réciproque de f . est
fil :R*— R?

2
Yy —x+c
(x,y)H(y,T).

Cette famille est également extrémement riche du point de vue dynamique. La-encore nous allons
nous intéresser a une situation simple.

Remarquons d’abord que le jacobien de f = f; . est constant égal a b. Ceci implique que
f préserve l'orientation. Dans le cas ou b = 1, le difféomorphisme f préserve la mesure de
Lebesgue ; dans le cas ou b < 1, au contraire f “diminue les aires”. Remarquons que (2, Y )kez
est une orbite de f si et seulement si

mz +c=2p+1 +brp—

et
Yk = Tp—1-

En particulier, les orbites bornées de f correspondent aux orbites bornées (x)rez définies par
la premiere relation de récurrence.

PROPOSITION 5.3.1 : Les conditions suivantes sont équivalentes :
1

- c > Z(l + b>2 5

- f n’a pas de point fixe ;

- pour tout point z € R?, on a limy_s1o || fF(2)| = +o0.

Démonstration.. L’existence d’un point fixe est équivalent a ’existence d’une solution réelle a
Péquation (x) :

2? +c= (1+b)z,
1
et donc & 'inégalité ¢ < - (1 + b)2.

Pour montrer la proposition, on doit prouver qu’en I'absence de solution réelle a ’équation
(%), alors pour toute suite (xj)recz telle que

:1;% +c=xk41 +brp_1,
on a limg_, 4o || = +00. Remarquons que
(1 +b)|ak| < zp + ¢ = xpe1 + by,

et donc que
xp < |zk| < max(xg_1, Tgt1)-
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Si la suite (zx)rez est décroissante (resp. croissante) a partir d’un certain rang, on a nécessairement
limy_y oo X = —00 (resp. limg_, o T = +00) puisqu’il n’y a pas de solution réelle a 1’équation
(%). Si la suite (xy)kez n'est pas décroissante, il existe kg tel que zx,—1 < zk,. On en déduit alors
que la suite (zy)g>k, est croissante. On montre de la méme facon que limy_, o |21 = +00. O

Remarque. Un résultat de Brouwer affirme qu’un homéomorphisme du plan f qui préserve
I'orientation et qui n’a pas de point fixe, n’a que des points errants. On en déduit en particulier
que pour tout z € R2?, on a limy_,+ || f*(2)|| = +oo.

1
PROPOSITION 5.3.2 :  Supposons que ¢ < Z(l +b)? et posons

1

M
2

<1+b+ (1+b)2—4c).
Fizons z € R%. Trois cas sont possibles :
fE(z) € [-M, M]? pour tout k € Z;
- im0 |5 (2)]] = Hoo;
- limp o | fR(2)]] = +oo.

Démonstration. Remarquons que si |z, | > M, alors on a

Ly < |$k0| < maX($k0_1,$k0+1) < maX(|xko—1’7 ‘xk0+1|)7

car
2
(1 + b)]mk()] < T, €= Ty + bxko,l.
Comme précédemment, on en déduit que la suite (|xg|)k>k, est strictement croissante et vérifie

limy oo |2x| = 400 ou alors que la suite (|zg|)r<k, est strictement décroissante et vérifie
limg_, oo || = +00. |

En particulier, si ¢ < 0, 'ensemble des points d’orbites bornées est la partie compacte
invariante

X =) /(=M M)

keZ
Cette partie est non vide puisqu’elle contient un point fixe, et tout point z ¢ X vérifie

lim ()| = +00 ou lim [ f*(2)] = +oc.
k——+o00 k——o0

Nous allons voir que si ¢ est suffisamment petit, la dynamique sur X se décrit par une partition
de Markov

PROPOSITION 5.3.3 1 Supposons que ¢ < —10. Alors f|x est conjuguée au décalage de Bernouilli
o sur {—1,+1}% par la partition de Markov {X N [—M, M] x [-M,0], X N [-M, M] x [0, M]}.
De plus, X est hyperbolique et tous les points périodiques sont de type selle.

Démonstration. On considere l'espace métrique complet (B,d) des suites x = (xy)kez dans
[—M, M] muni de la distance

d(x, %) = suplay — o]
keZ
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Remarquons que pour toute suite x = (xj)rez dans B, on a
Tpy1 +bxp_y —c < (1+D)M —c= M?

et
Tpi1+brg 1 —c>—-M(1+b)—c

> -2M — ¢

—(14b) —\/(1+b)2—4dc—c
> -2—+4—4c—c
> 2 V44410 =0a® > 1.

En particulier, pour toute orbite bornée (xy,yx)rez de f, on a |zx| > « et |yx| > « pour tout
keZ.

Pour tout € = (e)rez € {—1,1}%, on définit une application

b, : BB
Xy

Yk = €k\/fck+1 +brp_1 —c.

C’est une contraction puisque

Tpyr +brp_y — ) — oy
Vi1 + b1 —c+ \/ad€+1 +bx)_, —c

2||x — x|
20

/ /
Ek\/$k+1 4+ brp_1—c— €k\/55k+1 +bxy_| —c|=

<

pour tous x et X' dans B. Ainsi, & a un unique point fixe.

Posons R_; = [-M,0] x [-M,M] et Ry = [0, M] x [-M, M]. On a montré que pour tout
e = (ek)rez, Uensemble Nz fF(R.,) est réduit & un unique point h(e), et que l'orbite d’un
tel point ne rencontre jamais la bande [—1,1] x [-M, M]. De plus, I'image de h est exactement
X. 1l est facile d’en déduire que h est un homéomorphisme de {—1,1}% sur X qui conjugue o &

flx.

Pour prouver que toute orbite périodique est un point selle, munissons R? de la norme
(z,y) = max(|z|,|y|) et considérons la matrice jacobienne

2z b
Fixons (x,y) € X puis un vecteur (u,v) tel que |u| > |v|. Si (v/,v") = Df(x,y).(u,v), alors
'] = (20 = 1)[ul = [v/]

et donc
1(u, )] = || > (2a = D]u| = (22 = 1)]|(u,v)].

On a montré que le cone d’équation |v| < |u| est envoyé dans son intérieur par toute matrice
Df(z,y), (z,y) € X, et que Df(x,y) dilate la longueur d’un vecteur dans ce cone par un
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coefficient multiplicatif > 2a—1. Si z est un point périodique de période ¢, on sait que D f9(z) =
Df(f77Y(2)) o... o Df(z) envoie le cone d’équation |v| < |u| dans son intérieur et dilate la
longueur d’un vecteur dans ce cone par un coefficient multiplicatif > (2o — 1)9. Ceci implique
que l'une des valeurs propres A de Dfi(z) vérifie |\| > (2a — 1)? > 1. L’autre valeur propre,
notée pu, vérifie |u| < (2 —1)77 < 1 car |A||pu| = b? < 1. On démontrer plus généralement que
X est hyperbolique. O

Un bon exercice est de dessiner 'image de [—M, M]? par f et d’essayer de comprendre ce
qui se passe.
5.4 Automorphismes hyperboliques du tore

On va voir comment construire une partition de Markov pour les automorphismes hyper-
boliques du tore T”. Commencons par I'exemple classique de 'automorphisme A de T2, défini
par "automorphisme linéaire A dont la matrice dans la base canonique est

(1)

, I’espace vectoriel stable est la droite E® d’équation

Les valeurs propres de A sont

_ —1-v5 —1+5

5 x, l'espace vectoriel instable est la droite E* d’équation y = T:ﬂ Les

ensembles stables et instables d’un point z € R? sont les espaces affines correspondant z + E*
et z + E".

On se donne deux rectangles Ry et Ry de R? dont les cotés sont formés d’ensembles stables
et instables. Les segments stables de Ry sont inclus dans E® et (1,1) + E*, les segments instables
dans E* et (1,0) + E*. Les segments stables de Ry sont inclus dans (0,1) 4+ E* et (1,1) 4+ E®, les
segments instables dans E" et (1,1) 4+ E%. La projection 7 : R? — T? est injective sur Ry mais
pas sur R;. Cependant, elle est injective sur la réunion des deux intérieurs. Les images de Ry
et Ry sont des parties fermées d’intérieur vide qui recouvrent le tore. Les sommets se projettent
en quatre points distincts.

Puisque A~! envoie (0,0) sur (0,0), (1,0) sur (1,—1), (0,1) sur (—1,2) e t (1,1) sur (0,1),
on peut dessiner A71(R;) et A71(Rz). On va construire notre decompos1t10n (Si)1<i<s en gar-

dant les cinq rectangles naturellement définis par les ensembles RinA- (R ). Chaque S; est
homéomorphe a S; par 7w ol

- les cotés de S; = Ry N A~1(Ry) sont inclus dans E*, (0,1) + E*, E*, (1,0) + E%
- les cotés de Sy = ((0,—1) + Ry) N A~'(Ry) sont inclus dans E*, (0,1) + E*, (0, 1) + E*,
(1,-1)+ E%
- les cotés de S3 = ((—1,0) + Ry) N A~1(Ry) sont inclus dans (—1,2) + E*, (0,1) + E*, E¥,
(=1,0) + E*
- les cotés de Sy = (0,—1) + Ry) N A~1(Ry) sont inclus dans E*, (0,1) + E*, (1,0) + E¥,
(0,-1) + E*;
- les cotés de S5 = (—1,0)+ R2)NA~L(Ry) sont inclus dans (—1,2)+ E*, (0,1)+ E*, (0,1)+EY,
(—1,0) + Ev.

Dans le cas ou A(Int(S )N Int(S ) # | 0, cet ensemble est I'intérieur d’un sous-rectangle A; i
de Sj qui joint les deux cotés stables de S Dans ce cas, A = A~ (Az j) est un sous-rectangle
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de §Z qui joint les deux cotés instables de §Z On pose M; ; = 1 dans ce cas et M; ; = 0 sinon.
Remarquons que

1 11 0 0

1 11 00

M=]10 0 0 1 1

11 1 00

0 0011
Considerons le sous-décalage oy sur Zyy C {1,...,5}2. Pour toute suite i = (ix)recz € Zu
il existe un unique point z = h(i) tel que ez ﬁ*k(AgmkH) = {z}. L’application h définit

une semi-conjugaison entre ojps et A. Remarquons que si z a plus d’un antécédent, son orbite
rencontre l'un des cotés de S;. Ceci implique que z € W#(0) ou z € W*"(0). Remarquons
également que les antécédents de 0 sont les trois points fixes de oyy.

Notre décomposition n’est pas vraiment une décomposition de Markov, car (\,cz Ak (5})
peut contenir plus d’un point (considérer la suite de période 2 formée de 1 et de 2). En fait
on peut construire une vraie partition de Markov avec de tels rectangles (mais il en faut plus).
Cependant la semi-conjugaison donnée par notre décomposition peut nous permettre de déduire
des propriétés dynamiques de A.

Remarquons que
3+v5\" (3-V5
2 + 2

) — 92 = |det (A" — 1d)| = §Fix(A") = §Fix(67%) — 2 = Tr(M™) — 2.

On peut vérifier que M is irréductible et apériodique, on sait donc que

3+5
5|

h(on) =logp(M) = lim 1 In(fFix(o}y)) = In (

n—-+oo n,

et par conséquent que

-~

h(A) < h(op) =1np(A).

Expliquons pourquoi on a une égalité. Considérons une métrique || || adaptée a la décomposition
hyperbolique de A. Il existe €9 > 0 tel que pour tout z € R? I'application 7 est injective sur

3+5

toute boule B(z, () (qui est un rectangle !) et induit une isométrie locale. Notons A = 5

Cela implique que pour tous points 2 et 2’ dans T?

o~

max d(A'(2),A (7)) < eo = max d(A(2), AYZ)) > Md(Z, 7).

—1<i<1 ie{—1,1}

o~

On en déduit immédiatement que Fix(A™) est (n,gp)-séparé, ce qui implique que

-~ 1 - 3 5
hA) > lim ~ In(#Fix(A") = In ( + f) .
n—+oo n 2
L’arugument précédent nous dit que A est expansif : il existe g9 tel que pour tous points
distincts 2 and v, il existe k € Z tel que d(T*(x), T*(y)) > £o. Cet argument peut étre généralisé
a tout automorphisme A hyperbolique du tore T". Remarquons que pour un tel automorphisme,
on a

WA > lim S n(FixA) = Y (A

Btoo 1 1<i<s
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ou A, ..., As sont les valeurs propres de module > 1. Pour montrer 'inégalité inverse, il suffit
de construire une partition de Markov de T" = U;<,<, S; par des rectangles a “cotés” dans les
espaces stables et instables et vérifiant des propriétés similaires a celles qu’on a vu plus haut et
tel que le sous-décalage de type fini op; sur Zyr C {1,...,p}?% défini par la partition de Markov
vérifie : )

lim In(#Fix(e?)) = lim ~ In(¢Fix(A"))

n—+oo n n—+0o N
car

hoa) =Inp(M) = lim ~ In(Fix(o%,)).

n—4+oo n

Ceci sera vrai si le nombre d’antécédents d’un point Z € T" est borné. Ce sera le cas si les
rectangles sont choisis assez petits pour définir une vraie partition de Markov. En fait on a

PROPOSITION 5.4.1 :  Pour tout € > 0, on peut construire une telle famille avec des rectangles
de diameétre < e.

Ceci implique
CORROLAIRE 5.4.2 :  Soit A un automorphisme hyperbolique de T". Alors

hA) = lim S@FixAD) = Y (A

noteen 1<i<s

ot A1, ..., As sont les valeurs propres de module > 1.

5.5 Intersections homoclines

On obtient des ensembles hyperboliques non triviaux dés qu’on a un point fixe (ou périodique)
de type selle dont les variétés stables et instables ont une intersection transverse. Plus précisément
soit zg un point périodique de type selle. Un point d’intersection homocline x1 est un point ap-
partenant a W#(xo) N W"(xg) distinct de xg. Si les espaces tangents a W*(xg) et & W"(xp) en
1 sont supplémentaires, on dit que 'intersection est transverse. Le théoreme qui suit affirme
qu’il existe des fers a cheval similaires a celui construit dans ’application de Hénon, des qu’un
point périodique de type selle a une intersection homocline transverse.

THEOREME 5.5.1 : Soit f : M — M un difféomorphisme de classe C' d’une variété M et
xg un point périodique de type selle admettant un point d’intersection homocline transverse x.
Pour tout voisinage U de x, il existe un entier N et une partie compacte X , invariante par f~
et hyperbolique, contenant un itéré de x1, qui est de type fer a cheval : la restriction fN]X est
conjuguée au décalage de Bernouilli sur {0,1}% via une partition de Markov.

On en déduit alors immédiatement les corollaires suivants :

COROLLAIRE 5.5.2 :  Soit f : M — M wun difféomorphisme de classe C' d’une variété M et
xo un point périodique de type selle admettant un point d’intersection homocline transverse x1.
Alors x1 appartient a l’adhérence de ’ensemble des points périodiques de f.

COROLLAIRE 4.5.3 1 Soit f : M — M un difféomorphisme de classe C' d’une variété compacte

M et xg un point périodique de type selle admettant un point d’intersection homocline transverse.
Alors on a h(f) > 0.
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On peut construire sur des variétés de dimension > 3 des difféomorphismes sans point
périodique dont ’entropie topologique est strictement positive. 1l suffit de prendre un difféomor-
phisme f d’une variété compacte M dont ’entropie est non nulle (un automorphisme linéaire
hyperbolique de T? par exemple) puis de faire le produit, sur M x T', de f et d’une rota-
tion d’angle irrationnel. Par une construction due a M. Rees, on peut également trouver un
homéomorphisme minimal de T? dont I’entropie est non nulle. Cependant, le théoreme sui-
vant, di a A. Katok, nous dit que ce type d’exemple est impossible sur une surface des que la
différentiabilité est assez grande. Rappelons qu'un difféomorphisme f est de classe C'*¢ si f est
un difféomorphisme de classe C! et si Df est hélderienne de rapport € (c’est le cas par exemple
si f est un difféomorphisme de classe C?).

THEOREME 5.5.4 : Soit f : M — M un difféomorphisme de classe C'7¢ d’une surface
compacte M. Si h(f) > 0, alors il existe un point périodique de type selle admettant un point
d’intersection transverse.
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EXERCICES

Chapitre 1

Exercice 1
Soit X une espace compact métrisable et (fy,),>0 une suite d’applications continues non
identiquement nulles, dense dans C(X, C). Pour tout L et L' dans C(X, C)* on pose

)

= |L(fn) — L'(fn)]
Z Nl

ol || fnll = supex [ fn(2)]-

1) Expliquer pourquoi d est une distance sur C(X, C)* et pourquoi la topologie induite est la
topologie faible*

2)  Prouver que la boule unité {L € C(X,C)*|||L|| < 1} est compacte pour la topologie
faible*.

Exercice 2

Soit T' : X — X une application continue sur un espace métrisable compact X. Nous allons
prouver I'existence d’une mesure borélienne de probabilité invariante ergodique, c’est-a-dire d’'un
point extrémal de M7 (X). Soit (f,)n>0 une suite d’applications continues, dense dans C'(X, C).

1) Expliquer pourquoi

MOZ{MGMT(X)’/deN: 514113 /fodu}
W 7(

est une partie compacte convexe non vide de Mrp(X).

2)  On définit alors une suite (M,),>0 de partie de Mrp(X) par la relation de récurrence :
My = {# € My, | /fn+1 dp = Sup /fn+1 dy! }

3) Montrer que (,>¢ M, est réduit & un point {u} et que p est extrémal.

Exercice 3

Soit (X, d) un espace métrique compact et 7' : X — X une application continue. On rap-
pelle que My désigne ’ensemble des mesures boréliennes de probabilité invariantes et C'(X, R)
lespace des fonctions continues f : X — R. On dira que f € C(X,R) est un cobord s’il existe
heC(X,R)tel que f =hoT —h. Ondira que f € C(X,R) et g € C(X,R) sont cohomologues
si f — g est un cobord. Dans ce cas, on écrira f ~ g.

1) Expliquer pourquoi ~ est une relation d’équivalence sur C(X,R) et montrer que [ fdu =
J gdp pour tout u € My si f ~g.

2) Soit f € C(X,R) et n > 1. Montrer que f ~ S,(f) = % Z foT
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3) En déduire que f € C(X,R) est cohomologue & une fonction strictement positive g €
C(X,R) si et seulement si [ fdu > 0 pour tout p € M.

4) Montrer que f € C(X,R) est une limite uniforme de cobords si et seulement si [ fdu =0
pour tout u € Mrp.

Exercice 4
Soit X un espace topologique compact. Montrer qu’un homéomorphisme de X est minimal
si et seulement s’il est positivement minimal.

Exercice 5

Soit X un espace topologique compact. Montrer qu’une application continue 7' : X — X est
positivement minimale si et seulement si, pour toute partie ouverte non vide V, il existe N > 0
tel que Up<p<ny T7"(V) = X.

Exercice 6
Montrer que si T est un homéomorphisme d’un espace topologique compact, il existe un
point qui est positivement et négativement récurrent.

Exercice 7

Le but de cet exercice est de montrer qu’il n’existe pas d’homéomorphisme positivement
minimal sur un espace localement compact et non compact (Théoreme de Gottschalk). Soit
T : X — X un homéomorphisme positivement minimal sur un espace localement compact et U
une partie ouverte relativement compacte.
1)  Expliquer pourquoi X = {,>q T "(U).
2)  Expliquer pourquoi il existe N > 1 tel que U C Up<pcny T "(U)
3) En déduire que U,>¢ T™(U) = Uo<n<n T(U).

4) Monter que X est compact.

Exercice 8

Soit (X, T) un systeme dynamique topologique, ou (X, d) est un espace métrique compact.
On dira que x € X est presque-périodique si, pour tout € > 0, il existe N > 1 et une suite
(ng)k>0 dans N telle que d(T"*(x),x)) < e et 0 < ngy1 —ng < N.

1) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
- le point x est presque périodique,
- le point = est contenu dans une partie positivement minimale,

- l'adhérence de l'orbite positive O (z) est une partie minimale.

2)  Donner I'exemple d’un systeme dynamique et d’un point récurrent qui n’est pas presque
périodique. De méme, donner I’exemple d’un systeme dynamique et d’un point presque périodique
qui n’est pas périodique.

Exercice 9

(Théoréme de Gottshalk-Hedlund) Soit T un homéomorphisme minimal d’un espace topologique
compact X. On se donne une application continue ¢ : X — R et on définit pour tout n > 1,
lapplication ¢, = > i@ o T*. On veut prouver que les propriétés suivantes sont équivalentes
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i) pour tout z € X, la suite (¢n(z))n>0 est bornée ;
if) il existe zp € X tel que la suite (pn,(20))n>0 est bornée ;

iii) il existe une fonction continue ¢ : X — R telle que p =9 o T — 9.
On va commencer par prouver que ii) implique iii). On suppose que ii) est vérifiée et on
définit
F:XxR—=-XxR
(z,y) = (T(2),y + ¢(x))

1) Montrer que F' est un homéomorphisme qui commute avec

Gs : X xR—=XxR
(z,y) = (z,y+a)

2)  Montrer que ’ensemble w-limite de zg = (xg,0) (pour F) est une partie compacte non vide
qui contient un ensemble invariant minimal compact Z.
3) En utilisant 1), montrer que la projection

pr X xXxR—=>X

(z,y) =z

est injective sur Zj.
4)  Expliquer pourquoi la projection de Zy par p; est X.
5) Montrer que iii) est vérifiée.

6) Montrer ’équivalence entre i), ii) et iii).
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Chapitre 2

Exercice 1
Montrer que I'entropie topologique d’un homéomorphisme de [0, 1] est nulle.

Exercice 2
Donner un exemple d’homéomorphisme 7" : X — X d’un espace compact dont ’entropie
topologique est infinie.

Exercice 3
Soient 17 : X1 — Xq et To : Xo — X5 deux applications définies sur des espaces métriques
compacts. Montrer que ’entropie de I'application produit

T1XT2 2X1><X2—)X1><X2
(1, 2) = (T1(21), Ta(2))

vérifie h(TI X Tg) = h(Tl) + h(Tg)

Exercice 4
Quelle est 'entropie de T : z — 22 définie sur la sphére de Riemann.

Exercice 5
Soit T" : X — X une application continue définie sur un espace topologique compact. On
rappelle que z est non errant si pour tout voisinage U de z, il existe n > 1 tel que T-™(U)NU # 0.

1) Montrer que ’ensemble (7T) des points non errants est fermé et vérifie T'(2(T)) € Q(T).

2) On suppose que Q(T) est fini. Montrer que h(7) = 0 (on cherchera d’abord une famille
génératrice pertinente de recouvrements).

3) Plus généralement, montrer que h(T) = h(T|qr))-

4) A Tlaide du principe variationnel, donner une preuve simple des résultats précédents dans
le cas ot X est métrisable.

Exercice 6

Soit T" : X — X une application continue définie sur un espace topologique compact. On
suppose qu’il existe une famille finie (X;)1<;<, de parties fermées positivement invariantes (i.e.
T(X;) C X;), telles que X = Uj<;<, Xi- Montrer que h(T) = sup;<;<, M(T|x,). On pourra
commencer par le cas ou X est métrisable.

Exercice 7
On se donne une application continue sur un espace topologique compact métrisable T
X - X.

1) On fixe dans cette question u, v dans My et t € [0, 1]. Montrer que pour toute partition
borélienne P = (P;)er, on a :

tH,(P) 4+ (1 = t)H,(P) < Hyy (14 (P) < tH,(P) + (1 = t)H,(P) — tlnt — (1 —t)In(1 — t).

En déduire que
Htu+(1—t)V<T7 7)) - tH,u(T7 7)) + (1 - t)HV(Tv P)v
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puis que
hips (1) (T) = thu(T) + (1 = 1) hy (T).
2)  On suppose qu’il existe une unique mesure p € Mr telle que h,(T) = h(T). Montrer que
u est ergodique.
3) On suppose que h(T") = +oo. Montrer qu'il existe p € My telle que h,(T) = h(T).
4) Donner un exemple ou h(T) = +oco et ou il n’existe aucune mesure ergodique p telle que

h(T) = h(T).

Exercice 8
Soit av € T!. Calculer 'entropie topologique de

F :T? - T2
(z,y) = (z+y,y+a)

Exercice 9
Soit T : X — X une application lispshitzienne sur un espace métrique compact. L’entropie
peut elle étre infinie 7 et sur une variété différentiable compacte ?

Exercice 10

Soit T' : X — X une application continue définie sur un espace métrique compact. Rappelons
que T est (positivement) expansive s’il existe § > 0 tels que pour tous x et y, il existe n > 0 tel
que d(T"(z), T"(y)) > 0.

1) Donner des exemples d’applications qui sont expansives et d’applications qui ne le sont
pas.

2)  Montrer que si X est compact, la propriété d’expansivité est topologique (elle ne dépend
pas de la métrique mais de la topologie).
Exercice 11

Soit T : X — X une application continue définie sur un espace métrique compact. Montrer
I’équivalence des propriétés suivantes :

- T est expansive;

- il existe un recouvrement générateur;

- sie > 0 est assez petit, le recouvrement U¢ par boules de rayon € est générateur.
Exercice 12

L’entropie d’une application continue expansive T' : X — X sur un espace métrique compact
peut-elle étre infinie 7

Exercice 13
Soit T : X — X une application continue expansive T" : X — X sur un espace métrique
compact.

1) Montrer que pour tout n > 1, 'ensemble Fix(7T™) est fini.

1
2) Montrer que h(T') > limsup — In(§Fix(7")).

n—=oc0 M
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Exercice 14
Soit T' : X — X un homéomorphisme d’un espace métrique compact. Montrer que si T est
(positivement) expansif, alors X est fini.

Exercice 15

Soit T : X — X un homéomorphisme défini sur un espace métrique compact. Rappelons que
T est expansif sil existe § > 0 tels que pour tous x et v, il existe k € Z tel que d(T*(x), T*(y)) >
0.

1) Donner des exemples d’applications qui sont expansives et d’applications qui ne le sont
pas.

2)  Montrer que T' est expansif si et seulement si la suite (V?’:_Ol T (U€)> - est génératrice si
nz
e > 0 est assez petit, et que h(T) < +o0.

3) La-encore, montrer que pour tout n > 1, 'ensemble Fix(7T") est fini et que h(T) >
1

limsup — In(§Fix(7")).

n—=o00 N

Exercice 16
Prouver que la mesure de Lebesgue est la seule mesure borélienne de probabilité invariante
par T :Z — pZ sur T, telle que hu(T) = W(T), sip > 2.

Chapitre 3

11 1
A= (1 0 o),
100

et le sous-décalage de type fini o4 défini sur X C {1,2,3}%.

Exercice 1
Considérons la matrice

1) Calculer le nombre de points périodiques de période ¢, pour ¢ < 3. Quel est le nombre de
points fixes de o”j, pour n > 17

2)  Quelle est 'entropie topologique de o4 7

3) Peut-on trouver une partie fermée invariante X C X4 telle que la restriction o4|x soit
conjuguée au décalage de Bernouilli sur {1,2}% ?

4)  On consideére la matrice stochastique suivante

1/3 1/3 1/3
M=|1 0 0
1 0 0

Expliquer pourquoi il existe sur {1,2,3}% une unique mesure de Markov associée u et calculer
w(C), o
C = {(l'i)iez S {1,2,3}Z |."L‘0 = 1,:131 = 1,$2 = 2}.

La mesure y est-elle supportée sur X4 ? que vaut I'entropie h, (o) ?
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5) Soit v la mesure de Parry de 4. Calculer v(C) et donner la valeur de 'entropie h,(c4).

Chapitre 4

Exercice 1
On dira qu’une transformation continue f : R — R reléve une transformation continue
F : T — Tsipour tout z € R,ona F(zx+Z) = f(z) + Z.

1) Montrer que si f releve F, les autre applications qui relevent F' vérifient f = g + k, ou k
est un entier.

2)  Montrer qu’il existe un entier p tel que pour tout x € R, on a f(x + 1) = f(z) + p. Cet
entier s’appelle le degré de F.

3) Montrer que F' a au moins p — 1 points fixes.

4)  En déduire une minoration de

lim inf —IOg(ﬁFIX(F ) ,
n—-+oo n

ou fFix(F™) est le nombre de points fixes de F™.
5) Dans le cas ou f est dérivable et vérifie f/'(x) > 1, pour tout = € R, calculer §Fix(F™).

6) On note £ 'ensemble des applications continues h : R — R telles que h(x + 1) = h(x) + 1
pour tout = € R. Pour tout h € £ on définit une application ®(h) : R — R par :

Montrer que ®(h) appartient & &, puis que ¢ : £ — £ a un unique point fixe hy. Expliquer
pourquoi hg releve une application continue Hy : T — T de degré 1, puis prouver que Hy est
une semi-conjugaison entre F' et ’endomorphisme linéaire F, : T — pZ.

7)  On garde les hypotheses de la question précédente mais on suppose de plus que f est de
classe C! et que f/(z) > 1, pour tout € R. On note £ I'ensemble des applications h € £ qui
sont croissantes. Pour tout h € £ on définit une application ¥(h) : R — R par :

U(h)(x) = [~ (h(pz)).

Prouvez que W(h) appartient & £ et que application ¥ : & — £’ a un unique point fixe
h1. Expliquer pourquoi h; est injective et releve un homéomorphisme H; : T — T de degré 1.
Montrez que F' et F sont conjugués.

Exercice 2
Montrer qu’un automorphisme linéaire du tore T est expansif si et seulement s’il est hyper-
bolique.

Exercice 3
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1) Soit A une matrice carrée d’ordre 2 a coefficients entiers de déterminant 1. Montrer que
les conditions suivantes sont équivalentes :

- Tr(A)] >2;

- A est hyperbolique ;

- A est mélangeante (pour la mesure de Haar).

2)  Soit A une matrice carrée d’ordre 2 a coefficients entiers de déterminant —1. Montrer que
les conditions suivantes sont équivalentes :

- [Tr(A) #0;

- A est hyperbolique ;

- A est mélangeante (pour la mesure de Haar).

3) Trouver une matrice carrée d’ordre 4 a coefficients entiers de déterminant 1 telle que
- A n’est pas hyperbolique ;
- A est mélangeante (pour la mesure de Haar).

(On commencera par montrer que les racines de P(X) = X% +2X3 + X2 + 2X + 1 ne sont
pas racines de 1'unité).

Exercice 4
Donner un argument dynamique au fait que les valeurs propres d’une matrice carrée hyper-
bolique d’ordre 2 a coefficients entiers de déterminant 1 sont irrationnelles.

Exercice 5

Soit F' : T" — T" un homéomorphisme tel que Fj soit un automorphisme hyperbolique
de R". On va donner un autre preuve du fait qu’il existe une unique application continue
H :T" — T" homotope a 'identité telle que H o F = F.oH.

1) Soit f un relevement de F. Montrer qu’il existe M > 0 tel que pour tout = € R", il existe
un unique point y = h(x) € R tel que la suite (f*(z) — F¥(y))rez est bornée et que de de plus
on a ||f*(z) — FF(y)|| < M pour tout k € Z.

2) Montrer que ho f = Fy, o h et que h — Idgrr est invariante par les translations entieres.
3) Montrer que h est continue.

4) Conclure

Exercice 6

Soit A un automorphisme hyperbolique de T". Prouver le lemme de fermeture suivant : pour
tout € > 0, il existe & > 0 tel que toute d-pseudo-orbite (zj)kez de période g peut étre e-pistée
par une orbite périodique (yx)rez de période g.

Exercice 7

On notera GL(2,Z) (resp. SL(2,Z)) le groupe des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients
entiers de déterminant £1 (resp. 1). Par abus de langage on identifiera une matrice de GL(2, Z)
a lautomorphisme linéaire A : R?> — R? représenté par cette matrice dans la base canonique ;
on notera alors A I'automorphisme de T? = R?/Z? naturellement défini par A. On écrira
GLnyp(2,Z) pour I'ensemble des automorphismes A € GL(2,Z) qui sont hyperboliques et on
posera SLyyp(2,Z) = GLyyp(2,Z) N SL(2, Z).
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On notera Homeo(T?) le groupe des homéomorphismes de T2. On écrira alors Homeo. (T?)
pour le sous-groupe formé des homéomorphismes de degré 1 et Homeog(T?) pour le sous-groupe
formé des homéomorphismes homotopes a l'identité.

Si G est un groupe, on dira que ¢’ € G est une racine de g € G, 8’1l existe un entier n > 1 tel
que (¢')" = g. On rappelle que le centralisateur d’un élément g € G est le sous-groupe Centg(g)
des éléments ¢’ € G tels que gg' = ¢'g.

1l.a) On définit 'ensemble Ag (resp. A1) des valeurs propres d’automorphismes A € GLyyp(2, Z)
(resp. A € SLyyp(2,7Z)). Montrer que les ensembles AgU{—1,1} et A; U{—1,1} sont des parties
discretes de R puis calculer

Ao = min(ApN|1, +o0[), A1 = min(A1N]1, +o0l).

1.b) En déduire que le centralisateur d’un automorphisme A € GLpyp(2,Z) (resp. A €
SLhyp(2,Z)) dans GL(2,Z) (resp. SL(2,Z)) est isomorphe a Z/27Z x Z.

1.c) On considere les automorphismes linéaires

1 1 2 1
AO_(l 0) et A1—<1 1)

Déterminer deux éléments qui engendrent Centgy,(2 z)(Ao). Méme question pour Centgy,(2,z)(41)
et CentSL(Q’Z) (Al)

2.a) On note ﬁo et le les automorphismes de T? définis respectivement par Ag et A;. Montrer
que Ap a un unique point fixe. En déduire que tout élément G' € Centyomeo(T2) (A1)NHomeog (T?)

a un relévement 3 R? qui commute avec Ag. Montrer que CentHomeo(Tz)(ﬁo) N Homeog (T?) se

réduit & l'identité. Prouver un résultat analogue pour CentHomeO(Tz)(ﬁl) N Homeog(T?)

o~

2.b) En déduire ce que sont les groupes Cent g opyeo(12) (Ag), Centhomeo(T2) (A1) et Centyiomeo(T2)(41)
?

2.c)  Quelles sont les racines de Ay dans Homeo(T?2) ? Quelles sont les racines de A; dans
Homeo(T?)? et dans Homeo, (T?) ?

Chapitre 5

Exercice 1

Soit (X, d) un espace métrique compact et T : X — X une application continue (pos-
itivement) expansive. On suppose qu’il existe un sous-décalage de type fini o4 irréductible
apériodique défini sur X4 C {1,...,p}N, une application continue surjective H : X4 — X
telle que T'o H = H o o4 et un entier M tel que, tout élément x de X a au plus M antécédents
par H. Montrer que ’entropie topologique de T est égale a I'entropie topologique de o 4.

Exercice 2
Pour tout a €]0, 1[, on définit g, : [0,1] — [0, 1] par

_Jax+y  sizel0,7],
Jolx) = {5(1 —z) sixze€ly1],
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1
1+a

1) Dessiner le graphe de g, et expliquer pourquoi {[0,7], [y, 1]} est une partition de Markov
qui définit une semi-conjugaison he, : {0, 1}N — [0, 1] d’un sous-décalage de type fini sur g,.

1
ouf=1+—ety=
a

2) Calculer I'entropie de g,.

Exercice 3
On définit f :[0,1] — [0,1] par

1) Dessiner le graphe de f et prouver que pour tout n > 1 il existe a,, € N non multiple de 3

tel que f™(0) = g—z.

2)  Peut-on construire une partition de Markov (finie) ?

Exercice 4
1) Montrer que

h: x — sin? <7m:)
2
définit une conjugaison entre f :[0,1] — [0,1] et g : [0,1] — [0,1] ou
2z size0,1/2],
fl@) = {1—2::: siz € [1/2,1].
et
g(z) =4z(1 — x).
2)  Constuire une partition de Markov pour g.

3) Soit ¢ :[0,1] — R Expliquer pourquoi il existe ¢ € R tel que presque tout point x (pour
la mesure de Lebesgue) vérifie

. 1 n—1 :

Jim ; plg'(x) =c.

Calculer ce nombre et prouver que

1
lim ——— v
n—-+oo §Fix(g") xeF%:(g”)SO( |
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