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CHAPITRE 1 : ENTROPIE METRIQUE

1.1 Introduction

Les décalages de Bernouilli o, et o, définis respectivement sur {1,..., pNet {1,...,¢}N ne
sont pas topologiquement conjugués si p # ¢, il suffit de remarquer par exemple qu’il n’ont pas
le méme nombre de points fixes. Si on munit chacun des ensembles de la mesure équidistribuée,
on obtient deux systémes dynamiques mesurés et on peut se demander si ces deux systéemes sont
conjugués (les points périodiques formant de chaque c6té un ensemble dénombrable et donc de
mesure nulle peuvent étre oubliés). En 1958, Kolmogorov a prouvé que ce n’était pas le cas,
en utilisant la notion d’entropie, inspirée des travaux de Shanon sur la théorie de I'information,
notion améliorée ensuite par Sinai en 1959. On va s’intéresser ici aux principales propriétés de
I’entropie.

1.2 Entropie d’une partition

On suppose dans cette section que 'ensemble X est muni d’une o-algebre B et d’une mesure
de probabilité p sur B. Une partition mesurable de X est une famille finie P = (F;);c; d’éléments
de B tels que
- X=Uer B
- wPNPy)=0sii#£7.

Pour tout ensemble P € B on écrira P € P, s’il existe ¢ € I tel que P = P;.

On dira qu’une partition Q est plus fine que P ou (raffine P) et on écrira P =< Q, si pour
tout Q € Q il existe P € P tel que pu(Q \ P) = 0. On obtient un préordre sur I’ensemble des
partitions mesurables et on notera ~ la relation d’équivalence associée. Remarquons que deux
partitions P et Q sont équivalentes si et seulement si, pour tout @) € Q il existe P € P tel
que p(QAP) = 0. Remarquons également que toute partition mesurable @) est équivalente &
une partition mesurable P = (FP;);cs, ou les P; sont disjoints deux & deux (on aurait pu, dans
ce qui suit, se restreindre a ces partitions). Remarquons également qu’il existe une bijection
naturelle entre ces partitions (au sens fort) et les sous-algebres finies de B. Enfin, notons que
toute partition raffine la partition {X} constituée de 'unique élément X.

Si (P?)1<j<n est une famille finie de partitions mesurables de X, on peut définir la partition
mesurable \/7_; PJ dont les éléments sont les Mi<j<n PJ, ot PJ € PI. Elle raffine chaque P7.

Considérons maintenant la fonction

¢ +[0,1] = [0, +o0]
z#0— —zlnz .

0—0
Elle est continue, concave, s’annule en 0 et 1 et atteint son maximum 1/e en 1/e.
Définition. L’entropie d’une partition P = (P;);cs est

H(P) =) ¢(u(P,)) = Y —u(P;) Inp(P).

el el



C’est la moyenne de la fonction information Ip définie presque partout par ’égalité Ip(x) =
—Inu(P;) si x € P;. Ceci rend naturelle la définition suivante de ’entropie conditionnelle d’une
partition par rapport a une autre partition.

Définition. Si P = (F;)ier et Q@ = (Q;);es sont deux partitions mesurables, I’entropie de P
relativement a Q est

H(P‘Q): Z N(Q;)¢<M(PZOQJ)>: Z _/’L(PimQj)l :U’(PQQJ)

i€l jeJ’ 1(Q;) iel jeJ’ w(Qj)
o 7' = {j € | u(@j) £ 0.

Remarque On peut vérifier que H(P|Q) = 0 si et seulement si P < @, en particulier on a
H(P|P) = 0. On peut vérifier également que H(P,{X}) = H(P).

Enongons les principales propriétés de ’entropie.
PROPOSITION 1.2.1 :  Supposons que P = (F;)icr, Q = (Qj)jes et S = (Sk)kex sont des
partitions mesurables. On a alors les propriétés suivantes :
i) H(P) <Intl avec égalité si et seulement si tous les u(P;) sont égaux ;
iif) H(P|IQVS)<H(P|S) et HP|Q) < H(P) ;
iii) H(PVQ|S)=H(P|QVS)+H(Q|S) et H(PVQ)=H(P|Q)+H(Q) <H(P)+H(Q) ;
iv) siQ =X P, alors H(Q|S) < H(P|S) et H(Q) < H(P) ;
v) siS=2Q, alors H(P|Q) < H(P|S) ;
vi) H(P)<H(PIQ)+H(Q) ;
vii) H(P|Q) < H(P|S)+ H(S|Q).

Démonstration. L’assertion i) est une conséquence de la concavité stricte de la fonction In.
Posons I' = {i € I|u(P;) > 0}. On a

Z —u(P;) In p(P, Z,u <ln (Zu ) = In(#I") < In(41).
il icl’ er u(Fi)
1

L’égalité a lieu quand chaque inégalité est une égalité, c’est-a-dire quand on a u(P;) = 1:17[’ pour

tout 7 € I.

L’assertion ii) est une conséquence de la concavité de ¢. Fixons i € [ et k € K' = {k €
K| u(Sk) # 0}, et posons J = {j € J[u(Q; N Sk) # 0}. On a

_ (PN QN S) 1(Q; N Sk) (PN Q; N Sk)
].ezh“(@fﬂsk)‘ﬁ( #(Q5 1 5%) )S (E} WS @05 )
_ (P,ﬁSk)
(5o (- u(S) )

En sommant sur 7 et k£ on obtient

H(P|QV S) < H(P|S).



Appliquant ce qui précede a S = {X}, on obtient

H(P|Q) < H(P).

Pour établir iii), écrivons

H(PvV Q|S)
N (P , w(P; N Qj N Sk)
_ % WP QNS In ( N )
_ , , w(PiNQjN Sk) D ' w(Q; N Sk)
_i%—u(PQOSk)ln< M(erisk) >+% u(PQOSk)ln( /JZSI@) )

= H(PIQVS) + H(Q|S).
Si on applique cette derniere égalité a S = {X}, on trouve

H(PVQ)=H(P|Q)+ H(Q) < H(P) + H(Q).

Pour obtenir iv), il suffit de remarquer que si @ < P, alors PV Q = P, et on a donc
H(P|S)=H(PVQ|S)=H(P|IQVS)+ H(Q|S) > H(Q|S).
Dans le cas ou S = {X}, on obtient

H(P)> H(Q).

Pour obtenir v), il suffit de remarquer que si S < Q, alors QV S = Q, et on a donc

H(P|Q) = H(P|QVS) < H(P|S).

L’assertion vi) se déduit de
H(P) < H(PVQ)=H(P|Q)+ H(Q),
et lassertion vii) de

H(P|Q)<H(PVS|Q)=H(PIQVS)+ H(S|Q) <H(P|S)+ H(S|Q).

On en déduit immeédiatement :

COROLLAIRE 1.2.2 :  On obtient une distance D sur [’ensemble des classes d’équivalence de la
relation ~, appelée la distance de Rokhlin, en posant :

D(P,Q)=H(P,Q) + H(Q,P),
pour toutes partitions mesurables P et Q.

Concluons cette section par un résultat qui sera tres utile plus tard. Pour toute suite crois-
sante (P, )m>0 de partitions mesurables de X, notons \/,‘;OZOO P la o-algebre engendrée par



Um0 Pm €t V22, Pm la o-algebre formée des éléments A € B tels qu'il existe B € V5 P
vérifiant u(AAB) = 0. On dira que la famille (Pp,)m>0 est génératrice si \/72% P, = B.

PROPOSITION 1.2.3 : Si (Pp)m>0 est une suite croissante génératrice de X, alors pour toute
partition mesurable P on a limy, oo H(P,Pp,) = 0.

Démonstration. Commencons par quelques lemmes.

LEMME 1.2.4 :  Pour tout A € B, il existe un entier m > 0 et un ensemble B € B, réunion
d’éléments de Pp,, tels que n(AAB) < e.

Démonstration. 1l faut montrer que ’ensemble C des éléments A € B qui vérifie la condition
du lemme est une o-algebre qui contient tous les Py, et qui vérifie la condition suivante :

- si AeCet A" € B vérifient u(AAA") =0, alors A’ € C.

Le fait que C contient chaque Py, est évident, la fait que la condition précédente est vérifiée se
déduit immédiatement de la relation ensembliste suivante :

A'AB c (AAA) U (AAB).

Prouvons maintenant que C est une o-algebre. Cet ensemble contient X et est stable par
passage au complémentaire puisque (X \ A)A(X \ B) = AAB. Il reste & montrer qu’il est stable
par union dénombrable. Soit (A, ),>1 une famille d’éléments de B et ¢ > 0. On peut trouver rg
tel que

w\m

(004

r>1 1<r<rg

Pour tout r € {1,...,79}, on peut trouver un entier m, > 0 et un ensemble B,, réunion
d’éléments de Py, , tel que u(A,AB;) < €/2ry. L'ensemble U; <, <, B; est une union d’éléments
de Pp,, ot m = supy<,<,, M, Remarquons maintenant que

U A | A U B, | C U A\ U A | U U AAB, |,
r>1 1<r<rg r>1 1<r<rg 1<r<rg
ce qui implique que
I U A | A U B, <e
r>1 1<r<rg

LEMME 1.2.5 :  Pour tout r > 1 et tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour toutes partitions
mesurables P = (P;)icr, @ = (Qi)icr vérifiant 41 = r et u(P,AQ;) <n, on a H(P|Q) < e.

|

Démonstration. Choisissons 7 assez petit pour que ¢ soit croissante sur [0,7] et décroissante
sur [1 — rn, 1]. Ecrivons

(P mQ 1(P; N Qi)
H(P|Q) = M(Q‘)cb( ! ) + ) Qi) :
; ’ 1(Q; Z ( (@))



Sii# j, alors (PN Qj) < p(PAQ;) < n. Ainsi, on a

o (FPNQDY o (HBNQ)
u(Q;)¢< Q) ) u(PmQ])1< oD )
(PﬂQ])lnu(PﬁQ]) (PimQj)lnN(Qj)
n(P; N Qj) In (PN Q)
nln

(n) = ¢(n).

< -
< -

Remarquons maintenant que

L= mPNQi) = Zu PPN Qi) = p(P\ PN Qi) <rr.

Le fait que ¢ est concave implique que

> uQi)o (M> <¢ <Z u(P; N Q») < é(1—rn).

p 1(Qi)
On a donc
H(P|Q) <r(r—1)¢(n) + ¢(1 —rn).
Si 7 est suffisamment petit, alors le terme a droite est inférieur ou égal a e. |

Démonstration de la proposition 1.2.3. Soit P = (P, )1<Z<,, une partition mesurable. Donnons
nous ¢ > 0. Commengons par considerer le réel 1 defini par le lemme 1.2.5. Fixons ensuite §
suffisamment petit pour que I'on ait

(I+7r(r—1))6<n
et
(r=1)A+r(r—1))0 <mn,

(la seconde condition implique bien str la premiere si r > 1).

On peut trouver un entier mg > 0 et pour tout ¢ € {1 ...r}, un ensemble B;, union
d’éléments de P, tel que u(PAB;) < 0. On va construire une partition Q@ = (Qi)i<i<r,
ou chaque @); est une union d’éléments de P, tel que u(P;AQ;) < n. Puisqu’on a Q < P,
pour tout m > mg, on en déduit que H(P,P,,) < H(P,Q) < e.

Remarquons que si ¢ # j, alors a un ensemble de mesure nulle pres on a

B; N Bj C (PIABZ) U (PJABJ),
ce qui implique que

On en déduit que I’ensemble

B = UZ'#]'B@' N Bj
vérifie

w(B) < r(r—1)d.

Considérons la partition Q = (Q;)1<i<r OU

{Qz:BZ\B sie <7,
QT:X\Ui<T‘Bi )

7



et montrons que p(P;AQ;) < n pour tout i € {1,...,r}. Sii <r, alors

ce qui implique que
w(PAQ;) <d+r(r—1)5 <.

Le fait que P et Q sont des partitions implique que

P’I“AQT‘C U PzAQz,

1<i<r

et donc que
(P AQy) < (r—1)(147r(r —1)8) <.

1.3 Entropie d’un systeme dynamique

On se donne maintenant un systéme dynamique mesuré (X, B, u,T), ot p est une mesure de
probabilité. Remarquons que pour toute partition mesurable P = (P;);cs, on obtient une autre
partition mesurable T=1(P) = (T~!(P;))ic;. Remarquons également que h(T~1(P)) = h(P) et
plus généralement que h(T~1(P)|T~1(Q)) = h(P|Q) si Q est une autre partition mesurable.

PRrROPOSITION 1.3.1 : 57 P est une partition mesurable de X, alors la suite
L <n\/1 Ti(P)>
o \i=o
est convergente. Sa limite h(T,P) est Pentropie de T relativement a P, elle vérifie :

0 < h(T,P) < H(P).

Démonstration. La suite (up)p>1, o0 uy, = H (\/?:_01 T_i(P)), est sous-additive. En effet, on a
n+m—1 )
Un+m = H( \/ TZ(P>>
=0

(i) ()
orfirm) (e ()

1=0

= Up + Um.

Ceci implique que la suite (uy/n),>1 est convergente et que sa limite est comprise entre 0 et u;.
En effet, fixons p > 1. Pour tout n > p, notons n = kp + r la division euclidienne de n par p et
remarquons que

Un

<w<@+%§%+&'

n - n ~ kp n P n

8



Ceci implique que

limsup % < %2 (< ),

Up
n—+oco T p
et donc que

Up,
limsup — < inf Up < lim inf 22
n—+too MN p=1l p n—+oo n

L’entropie h(T,P) peut étre définie de la fagon équivalente suivante :

PROPOSITION 1.3.2 : 57 P est une partition mesurable de X, alors la suite

H (Py n\_/l T’(P))

est décroissante et converge vers h(T,P).

Démonstration. La décroissance de cette suite est une conséquence de l'assertion v) de la
proposition 1.2.1. Notons [ sa limite. Remarquons que

n\_/l T (P)=PV (n\_/1 T%P)) :
1=0 =1

ce qui implique

Par le théoreme de Césaro, on obtient

WT,P) = lm H<P| \/ TP )

i=1

Enoncons les propriétés principales de ’entropie relativement aux partitions.

PROPOSITION 1.3.3 :  Soient P et Q des partitions mesurables. On a alors les propriétés swiv-
antes :

i) h(T,P) < h(T, Q)+H 73|Q) :

ii) W(T,Q) < h(T P) si QP
iii) A(T,ViX (P)) = h(T, ) pour tout m >0 ;
iv) h(T™, \/;” OlT {(P)) = mh(T,P) pour tout m > 1 ;

v) KT, T7YP))=h(T,P) ;



v) WT7Y,P)=h(T,P) siT est inversible.

Démonstration. Pour prouver i), remarquons que

n—1 n—1 n—1 n—1
i (\/ T—im)) <H (\/ T"(Q)) v (\/ I T‘Z‘(Q))
i=0 i=0 i=0 i=0
n—1 n—1 n—1
1 (\/ T—w)) S (T-%Pn \ Tﬂ‘(@))
=0 =0 1=0
n—1 n—1
<n (\/ T_,-(Q)> + 3 HEP)T(Q)
=0 =0

n—1
—H (\/ T"(Q)) +nH(P|Q).
1=0

IN

Il reste & diviser par n et a faire tendre n vers 'infini pour obtenir i).

On en déduit ii) puisque H(Q|P) = 0 si Q < P. On peut également déduire ii) des relations

n—1 n—1
\/ 177(Q) < \/ T(P)
=0 =0

m+n—1 ) n—1 )
V TP~ T7US),
=0 =0

ce qui implique

m+n—1
h(T = 1 T
(T, P) n—l>I—I|-loon—|—m ( \/ )
= lim

n—>+oon+mn (\/T )_ (T78)'

Pour établir iv), remarquons qu’on a

nm—1

n—1 m—1
Vo ( V T‘%P)) =\ T7(P)
=0 =0 =0

ce qui implique

h(Tm, m\71 T—Z('P)) = lim lH (n\/1 T—im ( \/ T_z ))

=0

L’assertion v) se déduit de

H <n\_/1 T—i(T—l(P))> =H (T‘l (n\_/1 T—i(7>)>> =H (71\_/1 T"'(P)) ,
=0 =0 1=0



et 'assertion vi) de

H (n\_/1 TZ'(P)) —H (T" (n\_/1 T’(P))) —H (71\_/l Ti(P)> )
=0 =0 =0
O

On définit alors I'entropie métrique h(T") € [0, +00] comme le supremum des entropies rela-
tivement a toutes les partitions :

h(T) = sup{h(T,P) , P est une partition mesurable de X}.

PROPOSITION 1.3.4 :  On a les propriétés suivantes :
i) h(T™) =nh(T), pour tout n >0 ;
ii) i T est inversible, alors h(T*) = |k|h(T), pour tout k € Z.

Démonstration. L’assertion i) est évidemment vraie si n = 0. En effet, pour toute partition
mesurable P et tout n > 1, on a \/72) Idy*(P) ~ P, ce qui implique que
1
h(Idx,P) = lim —H(P)=0.

n—4oo N,

Supposons donc n > 1 et remarquons que pour toute partition mesurable P, on a

h(T™,P)<h (T”,n\/l TZ'(P)) = nh(T,P),
=0

ce qui nous donne

W(T™, P) < nhy(T), nh(T,P) < h,(T")
o hT™) < nh,(T), nh(T) < h,(T").

Pour obtenir ii), il suffit de remarquer que pour toute partition mesurable P, on a h(T",P) =
WT~", P).
O

Nous allons prouver maintenant que I’entropie est un invariant de conjugaison. Si ’on veut
spécifier la mesure p, on peut écrire H,,(P) pour Ientropie d’une partition mesurable P ; si
T : X — X est mesurable et préserve y, on peut écrire h, (T, P) pour 'entropie relativement a
P et h,(T) pour I'entropie.

PROPOSITION 1.3.5 :  Soient (X,B,u,T) et (Y,C,v,S) deux systémes dynamiques mesurés,
tels que p(X) = v(Y) = 1. Supposons qu’il existe une application mesurable R : X — Y telle
que RoT = SoR et R.(n) =v. Alors hy,(S) < hy(T). De plus il y a égalité si R est inversible
et R™' est mesurable.

Démonstration. Pour toute partition mesurable P de Y, et tout entier n > 0, on a

V1R p) = B (n\_/l s-i<7>>> ,
1=0 1=0

11



ce qui implique - n—1
H, (\/ T_i(R_l(P))> = H, <\/ S‘W’)) |
i=0 =0

On en déduit
hu(sa P) = h#(T’ R_I(P)) S hM(T)’

et donc hy,(S) < hy(T). On a bien sir égalité si R est inversible et R~! est mesurable. 0

L’inégalité peut bien str étre stricte. L’exemple le plus simple est le cas ou v est la mesurable
de Dirac en un point fixe o € Y de S et R I’application constante égale a yg. Dans ce cas on a
hy,(S) = 0. En fait, h, (5) est le supremum des entropies (pour 7') parmi les partitions mesurables
qui sont images d’une partition de Y. Dans ’exemple précédent il n’y a qu’une seule partition de
ce type, la partition triviale { X' }. Notons également que dans la seconde assertion, I'inversibilité
n’est nécessaire que presque partout : il existe deux ensembles mesurables X' C X et Y/ C Y
tels que u(X’) = v(Y’) = 1 et tels que R|xs est une bijection de X’ sur Y’ dont linverse est
mesurable.

1.4 Partitions génératrices

Nous verrons dans cette courte section comment, grace a Kolomogorov et Sinai, il suffit
parfois d’une partition pour définir I’entropie.

PROPOSITION 1.4.1 :  Soit (X,B,u,T) un systeme dynamique mesuré tel que p(X) = 1. Si
(Pm)m>0 est une suite croissante génératrice de partitions mesurables, alors

WT) = lim h(T,Pp).

m—-400

Démonstration. La suite (h(T,Pn))m>0 est croissante et converge donc dans [0, +o00]. Pour
toute partition mesurable P et tout € > 0, nous avons vu qu’il était possible de trouver un
entier mgo et une partition Q vérifiant @ < Pp,, et H(P|Q) < e. On en déduit

h(T,P) < h(T,Q)+ H(P|Q) < h(T,Pp) +¢ < mhIEoo h(T,Pp) + €,
puis
hMT) < lim h(T,Pp).

m—-+oo

|

Définition. Soit (X, B, x, T) un systeme dynamique mesuré tel que p(X) = 1. On dira qu’une
partition P est fortement génératrice si la suite (V?;OI T_i(P)) o est génératrice. Dans le cas
n

i=—

ot T" est inversible, on dira que P estgénératrice si la suite ( ”_1n 11 T_i(P)) o est génératrice.
n>

THEOREME 1.4.2 : Soit (X,B,u,T) un systéme dynamique mesuré tel que p(X) = 1 et P
une partition mesurable. Si P est fortement génératrice, alors h,(T) = h(T,P). On a la méme
égalité si T est inversible et si P est génératrice.

12



Démonstration. Nous allons utiliser la proposition 1.4.1 ainsi que 1’assertion iii) de la proposi-
tion 1.3.3. Ecrivons

n—+0o00o n—+o0o

n—1
h(T)= lim h (T, \/ T‘%P)) = lim A(T,P)=h(T,P).
i=0
Dans le cas ou T est inversible et P est un générateur, écrivons

h(T)= lim h|T, n\_/l T-4P)| = lim h(T,QVQT_i(PO:h(T,P).
1=0

n—+o00 i——m1 n—-+00
O
1.5 Exemples
Nous allons calculer des entropies a ’aide notamment du théoréme 1.4.2.
Le décalage de Bernouilli
Considérons le décalage o sur {1,...,r}N. Remarquons que la (vraie) partition P = (P;)1<i<,

ot P = {x = (z)n>0 | To = i} est fortement génératrice car \/72; o~(P) est la partition en les
p" cylindres de la forme C? ) Pour toute mesure invariante u, on a donc 1’égalité

(UJ()7...,’ll)n_1
hu(o) = hu(o,P).
Si p est une mesure produit définie par une famille (p;)i<i<, de réels positifs telle que
> i1 pi = 1, alors, pour tout n > 0 on a

n—1
H(\/ O-_Z(P)) == Z _pio "'pin_l ln(plo "'pin—l)
=0 7;07-~7'L'n—1

T
=nY pilnp;.
i=1

On en déduit que
hu(o) = Z —pilnp; = H(P).
i=1

Remarques

1. On a hy(o) < Inr, avec égalité uniquement dans le cas de la mesure équidistribuée (voir
également exercice **)

2. Sir # s, les décalages sur {1,...,7}"¥ et {1,...,s}", ne sont pas conjugués, considérés
comme systemes dynamiques mesurés avec la mesure équidistribuée, car ils n’ont pas la méme
entropie.

Remarques
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1. Ce qui précede peut étre fait sur le décalage bilatéral. Ecrivons P; = {x = (z3)rez | To = i}
La partition P = (F;)1<i<r étant génératrice (mais pas fortement génératrice) on a, pour toute
mesure invariante u, I’égalité

hu(o) = hu(o,P).
Pour les mesures produits, on trouvera les mémes formules que dans le cas unilatéral

2. Un difficile résultat d’Ornstein exprime que deux décalages bilatéraux, considérés comme
systemes dynamiques mesurés avec chacun une mesure de type produit, sont conjugués si et
seulement s’ils ont méme entropie (le résultat est faux pour les décalages unilatéraux).

Endomorphismes linéaires de T'.

L’application F' : Z — pZ sur T!, ou [p| > 2, préserve la mesure de Haar. Nous allons
calculer I’entropie du systéeme dynamique mesuré obtenu. On peut se limiter au cas ou p >
2, puisque h(F?) = 2h(F) et que F%(z) = p?Z. Or nous avons vu que le systéme est alors
conjugué au décalage de Bernouilli sur {1,...,p} avec la mesure équidistribuée. On a donc
généralement 1’égalité h(F) = In|p|. On aurait également pu utiliser directement la partition
fortement génératrice P = (P;)o<i<p—1, ot P; est la projection dans T! de [i/p, (i + 1)/p].

Rotations du cercle.

La rotation 1> : 7 — Z +a préserve la mesure de Haar sur T!. Sia € Q/Z, il existe ¢ > 1 tel
que Taq = Idp et donc on a h(T%;) = 0. Sia € Q/Z, on peut vérifier que la partition P = (P, P)
est fortement génératrice, ot P; est la projection dans T de [i/2, (i + 1)/2[. Ceci implique que
hu(T;) = 0. En effet T~ (P) est également fortement génératrice, et donc :

h(T) = hT,P)= lim H(P| \n/ T (P)) = 0.

noteo i=1

Remarquons que nous avons le résultat plus général suivant :

PROPOSITION 1.5.1 @ Soit (X, B, u, T') un systeme dynamique mesuré inversible tel que u(X) =
1. S’il existe une partition fortement génératrice, alors h(T) = 0.
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CHAPITRE 2 : ENTROPIE TOPOLOGIQUE

Nous allons associer & toute application continue T' : X — X définie sur un espace métrique
compact X un nombre h(T') € [0, +oc], invariant par conjugaison, qui mesure le désordre de la
dynamique. Cet invariant, [’entropie topologique, a été introduit par Adler, Konheim et McAn-
drew en 1965, par analogie avec I’entropie métrique de Kolmogorov et Sinai.

2.1 Entropie relative par rapport a un recouvrement

Rappelons qu’un recouvrement ouvert d’un espace topologique X est une famille U = (U;);er
de parties ouvertes telle que X = (J;c; U;. Si U C X est ouvert, on écrira U € U s'il existe i € T
tel que U = U;. On dira que le recouvrement V = (V});es est plus fin que U si pour tout j € J,
il existe 7 € I tel que V; C U;, on écrira alors & < V. Un cas particulier est la cas ou V est un
sous-recouvrement de U: pour tout j € J, il existe ¢ € I tel que V; = U;. La relation < est un
pré-ordre et on notera ~ la relation d’équivalence associée : U ~V sild <V et V < U.

Si (U7)1<j<n est une famille finie de recouvrements ouverts de X, on peut définir le recou-
vrement \/7_, U’ dont 1es éléments sont les (<<, U JouUJ € Y?. 1 est plus fin que tous les u’ f
Remarquons que si (V/)1<j<p est une famille finie de recouvrements ouverts de X et si 47 < V7
pour tout j € {1,...n}, alors \/7_; U7 < \/j_; V7.

Si H : Y — X est une application continue entre deux espaces topologiques et silf = (U;)er
est un recouvrement ouvert de X, on peut définir le recouvrement H~1(U) = (H~1(U;))ies de
Y. On a bien évidemment :

- BV W) = Vo H W)
- U=V = HYU)=H V).
Si X est compact, tout recouvrement ouvert I/ admet un sous-recouvrement fini. On notera
alors N (U) le plus petit cardinal des sous-recouvrements finis. Remarquons que :
- N(U)=1siet seulement si X € U ;
- UXV= NU)<NV);
- U~V = NU)=N(V);
- N (Vi W) < Ty N).
De plus, si H : Y — X est une application continue entre deux espaces topologiques
compacts, alors
- N(TT'U)) < NU);
- N(T7YU)) = N(U) si T est surjective.
On supposera dorénavant que X est compact et que T' : M — M est continue. Enongons
maintenant le résultat fondamental suivant :

PROPOSITION 2.1.1 :  Pour tout recouvrement ouvert U de X, la suite



converge. Sa limite h(T,U) est I'entropie topologique de T' relativement & U, elle vérifie :

0 < (T, U) < In(N(WU)).

Démonstration.. Remarquons que la suite (uy)n>1, 00 up = N (\/?;01 T=4U )), est sous-multiplicative,
elle vérifie upm < Upty,. En effet,

n+m—1 ]
Upim = N < \/ T_Z(Z/l)>
1=0

((frw)or ()
e i) (3 0)

Posant v,, = In(uy,), on obtient une suite (v, ),>1 qui est donc sous-additive et positive. Comme
on I'a vu dans la preuve de la proposition 1.3.1., ceci implique que la suite (“*),>1 converge et
que

. v
0< lim =2 <w.
n—4+oo n

Enon(;ons maintenant les propriétés principales de cette entropie relative.

PROPOSITION 2.1.2 :  On a les résultats suivants :

i) U=V = h(T.U) <h(T,V);

ii) A(T,U) = h(T,\V"o T~ U)) pour tout m >0 ;

iii)  A(T™ VP T (U)) = mh(T,U) pour tout m > 1;

iv) R(T~YU) = h(T,U) si T est un homéomorphisme ;

v) WT,U)=hT,T~YU)) = KT, TU)) si T est un homéomorphisme.

Démonstration. L’assertion i) découle immédiatement de I'inégalité

N (TL\_/l Ti(z,{)> <N <n\_/1 T@'(V)) ,
=0

=0

conséquence de

n—1 n—1
VT =\ T7(W),
=0 1=0

Pour montrer ii), posons V = \/7", T~4(U) et remarquons d’abord que

m+n—1 ) n—1 )
\V 17U~ W),
=0 =0
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ce qui implique que

1 m+n—1 )
WIU) = lim ———ln (N ( \ T@(z@))
=0
. n 1 n-l i
NI -

L’assertion iii) se déduit de 1'égalité

nm—1

n—1 m—1
\/ T ( \/ T‘i(u)> = \/ T7'W).
1=0 1=0 =0
Pour montrer iv) remarquons que
n—1 n—1 n—1
N (\/ Ti(u)> =N <T” (\/ Ti(u)>> =N (\/ Ti(u)> )
=0 =0 =0

et pour montrer v), que

N <n\_/1 T ‘i(T*(u))) =N (T‘l (n\_/lT‘i(u)» =N (n\_/lT—i(u)> .
=0 i=0 i=0

2.2 Entropie topologique
L’entropie topologique h(T") € [0,400] est le supremum des entropies de recouvrement :
h(T) = sup{h(T,U), U recouvrement ouvert de X}.
Enongons les propriétés principales :

PROPOSITION 2.2.1 :  On a les propriétés suivantes :

i) h(ldx) =0 ;

ii) h(T™) = nh(T), pour tout n >0 ;

iii) si T est un homéomorphisme, alors h(T*) = |k|h(T), pour tout k € Z ;
iv) siS :Y =Y estun facteur de T, alors h(S) < h(T) ;

v) siS Y =Y est conjugué a T, alors h(S) = h(T) ;

vi) siY C X est fermé et positivement invariant, alors h(T'|y) < h(T).

Démonstration. Si U est un recouvrement ouvert de X, alors pour tout entier n > 1, on a
\/:L:_O1 Idy"(U) ~ U, ce qui bien str implique i).

Pour montrer ii) dans le cas ou n > 1 (dans le cas ou n = 0 ce n’est rien d’autre que i))
remarquons que pour tout recouvrement ouvert U, on a

R(T™,U) < h (T”,n\_/l T‘W)) = nh(T,U),
=0

17



ce qui implique
R(T",U) <nh(T), nh(T,U) < h(T"),

et donc
h(T"™) <nh(T), nh(T) < h(T")

en passant aux supremuins.
L’assertion iii) se déduit immédiatement de I'égalité h(T,U) = h(T~1,U).

Pour prouver iv), considérons une semi-conjugaison H : X — Y entre T et S. Pour tout
recouvrement ouvert & de Y, et tout entier n > 1, on a

o (\/ s—i<u>> N 1 )
i=0 i=0
ce qui implique que
N <n\/1 S"(U)) =N (n\/1 T‘i(H‘l(u))>
i=0 1=0
puisque H est surjective. On en déduit que
h(S,U) = h(T, HY(U)) < h(T)

puis en passant au supremum que h(S) < H(T'). On en déduit alors immédiatement iv).

Pour prouver vi) considérons un recouvrement ouvert V = (V;);c; de Y. Pour tout i € I, on
peut choisir une partie ouverte U; de X telle que V; = Y NU;. Si on ajoute X \' Y a cette famille,
on obtient un recouvrement ouvert & de X. Remarquons maintenant que

N (n\_/ (Tly)™" <V>> <N (n\_/ T‘i<u>) :
1=0 =0

En effet, puisque T(Y) C Y, on sait qu’aucun des ensembles 77%(X \ Y) ne rencontre Y. Ceci
implique que pour tout sous-recouvrement fini U/’ de \/?:_01 T~%(U), tout élément non vide de
Y NU', U €U, appartient a /7= (T|y)~"* (V) On en déduit que

h(T)y,V) < h(T,U) < h(T)

puis en passant au supremum que h(T|y) < h(T). O

2.3 Recouvrement générateur

Il est bien évidemment difficile de calculer I’entropie topologique a partir de la définition
abstraite précédente. Nous verrons dans ce paragraphe qu’on peut se restreindre a certains
recouvrements. Nous dirons qu’'une famille (/%),c4 de recouvrements ouverts est une famille
génératrice si, pour tout recouvrement ouvert U, il existe a € A tel que U < U*. Nous avons
bien évidemment :

PROPOSITION 2.3.1 :  Si (UY)qca est une famille génératrice de recouvrements ouverts, alors

h(T) = sup h(T,U?).
a€cA
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Un exemple simple de famille génératrice est donné par les recouvrements finis, un autre
exemple est donné, dans le cas ot X est un espace métrique, par la famille (U¢)c~g, ot U =
(B(z,€))zex est le recouvrement par les boules de rayon . Le caractere générateur de cette
famille n’est rien d’autre que le lemme de recouvrement de Lebesgue : pour tout recouvrement
ouvert U, il existe € > 0 tel que toute boule B(x,€) est contenue dans une partie ouverte U € U.
Remarquons que la fonction e — h(T,U*) est décroissante et donc que

h(T) =sup h(T,U%) = lim h(T,U°).
e>0 e—0+

Dans le cas d’un espace métrique, on peut donner une caractérisation des familles génératrices,
grace au lemme de recouvrement de Lebesgue. Définissons le diametre d’un recouvrement U :

diam(U) = sup diam(U),
Ueld
ou
diam(U) = sup d(z,y).
zeU,yeU
Supposons maintenant que (Uy,)n>1 est une suite croissante de recouvrements ouverts, c’est-a-
dire une suite vérifiant U,, < Uy,+1, pour tout n > 0. Cette suite est génératrice si et seulement
si lim diam(U,) = 0. Dans ce cas, on a

n—-+o0o

MT)= lim h(T,U,).
n—+00
Dans de nombreux exemples, une suite génératrice peut étre définie a partir d’un seul recou-
vrement. Plus précisément, on dira qu’un recouvrement ouvert U de X est un recouvrement
générateur si la suite (\/?;01 T*Z’(L{)) o est génératrice.
n>

PRrROPOSITION 2.3.2 :  Si U est un recouvrement générateur de X, alors

h(T) = h(T,U) < +o0.
Démonstration. On a

n—-+o00

h(T) = lim h(T,n\_/lT—i(u)):h(T,U).
=0
O

La remarque précédente sur la famille (14°).~( va nous permettre de donner, dans le cas d’'un
espace métrique, une définition alternative de l’entropie topologique, définition due de fagon
indépendante a Bowen et Dinaburg. Définissons, pour tout entier n > 1, la distance suivante d,
sur X :

d = d(T"(x), T"
n(@,y) = max d(T"(z),T"(y)),
et notons By (x,¢) la boule ouverte de rayon ¢ et de centre x. Soient € > 0 et n > 1. On dira
qu'un ensemble fini S C X est (n,e)-séparé si, pour tous points = et y de S, on a d,(x,y) > e.
De méme, on dira qu'un ensemble fini R C X est (n,e)-couvrant si, pour tout z € X, il
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existe y € R tel que dp(z,y) < . On notera alors s(n, ) le plus grand cardinal des ensembles
(n,e)-séparés et r(n,e) le plus petit cardinal des ensembles (n,e)-couvrants. Enfin, on écrira
N(n,e) = N (Vi) T7HUs )) Ces nombres sont naturellement liés, comme 'exprime le résultat
suivant :

ProprosITION 2.3.3: On a
9

,)‘

N(n,e) <r(n,e) < s(n,e) < N(n, 5

Démonstration.  Pour montrer la premiere inégalité, choisissons un ensemble R de cardinal
r(n,€) qui est (n,€)-couvrant. Les boules By (x,¢), x € R, recouvrent X et appartiennent toutes
) \/?:_01 T=H(U*?). Pour montrer la seconde inégalité, remarquons qu'un ensemble (n, €)-séparé S
de cardinal maximal s(n,e) est nécessairement (n,e)-couvrant. Enfin, pour montrer la derniere
égalité, remarquons qu’'une partie U € \/?:_01 T=4U %) contient au plus un élément de S.

O

COROLLAIRE 2.3.4: On a

1
hMT)=1lim lim —InN(n,¢)

e—=0n—+ocon

1
= lim limsup — Inr(n,€)
e=0 pstoo N

1
= lim limsup — In s(n, ¢)
e=0 psico N

1
= lim liminf — Inr(n,¢)
e—0n—+oo n

1
= lim lim inf — In s(n, €).
e—=0n—+ocon

Démonstration. L’égalité
1
MT)=1lim lim —InN(n,¢)

e—=0n—+ocon
est une conséquence, vue plus haut, du caractere générateur de la famille (U®).~¢. L'égalité
analogue, ot I'on remplace N (n,¢) par r(n,e) ou s(n,e) n’est pas nécessairement vraie, car rien

ne dit que les suites ( In s(n,e) et [ —Inr(n,e) convergent. Cependant, la proposition
n n>1 n n>1
précédente permet d’obtenir les quatre derniéres égalités.

|

COROLLAIRE 2.3.5 : SiT : X — X est lipschitzienne de rapport 1, ¢’est-a-dire si d(T(x), T (y)) <
d(x,y) pour tous x, y dans X, alors h(T) = 0.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que la distance d,, coincide avec la distance d, et que
les entiers r(n, ) et s(n,e) sont donc indépendants de n. O

2.4. Exemples
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i) Le décalage de Bernouilli unilatéral :

Notons
o AN - AN
(Tn)n>0 = (Tnt1)n>0
le décalage de Bernouilli, o A est un alphabet fini de cardinal p > 2. Le recouvrement U =
(Ua)aca formé des p cylindres U, = {x = (zp)n>0 € AN |29 = a} est générateur. En effet,
le recouvrement \/’;;01 o' (U) est formé des cylindres & base {0,...,n — 1}. On a p” cylindres
disjoints dont les diametres tendent vers 0 quand n — +oco. Ainsi, on a

WT) = R(T,U) = lim ~In (N <n\/1 ai(u)>> — lim Llnp" =lnp.

n—+oo n i—0 n—+oo N

ii) Le décalage de Bernouilli bilatéral :

Notons
o AZ - A%
(@k)kez = (Tht1)kez
le décalage de Bernouilli, ol A est un alphabet fini de cardinal p > 2. On pourrait montrer qu’il

n’y pas de recouvrement générateur (au sens donné plus haut). Cependant si on considere le
recouvrement U = (Uy,)qea formé des p cylindres U, = {x € A%|xg = a}, on peut remarquer

que la famille ( fziln 1 o U ))n>0 est génératrice. Ainsi

n—1 2n—2
h(c) = lim h (a,’ \/ ai(U)> = lim h<a, \/ ai(U)> = h(o,U) = Inp.

noheo i=0

iii) Endomorphismes linéaires de T*.

On considere I'application T : x — pz sur le cercle T! = R/Z, ou |p| > 2. On va montrer

que
B(T) = Inpl.

Puisque h(T?) = 2h(T) et puisque T2(z) = p?z, il suffit d’étudier le cas ot p > 2. Puisque T est

un facteur du décalage unilatéral sur {1,... ,p}N , on sait déja que A(T) < Inp . Pour prouver

que A(T) = Inp il suffit de trouver un recouvrement U tel que h(T,U) > Inp. Considérons un

recouvrement U par des intervalles ouverts I de diameétre constant § < T Pour tout I € U,
p

I'ensemble T~1(I) est la réunion de p intervalles de longueur % separés par des intervalles de
longueur 1].%5 . Puisque 0 < % on sait que pour tout intervalle I’ € U I'ensemble I’ N T~1(I)
est un intervalle (éventuellement vide) de longueur < %. Ainsi on a diam(U vV T~HU)) < %. Le

méme argument nous dit que U V T~HU) V T~2(U) est un recouvrement par des intervalles de
longueur < 3 et plus généralement que \/?;01 T7"(U) est un recouvrement par intervalles et que
P

n—1 ] 5
diam <\/ T‘Z(u)> < — .

=0
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On en déduit que U est un recouvrement générateur et que h(T') = h(T,U). Remarquons main-

tenant que
n—1

n—1
N (\/ T—i(u)> > p5 >p",
i=0

et donc que h(T,U) > Inp.

iv) Homéomorphismes du cercle.

On va montrer que I'entropie d’'un homéomorphisme 7" de T! est nulle. Remarquons d’abord
que si U et V sont des recouvrements par des intervalles ouverts de longueur < 1/2, il en est de
méme de UVV et que N(UVV) < NU)+N (V). En effet, si U’ et V' sont des sous-recouvrements
finis de U et V de cardinaux respectifs N (U) et N(V), une extrémité gauche d’un intervalle I € U’
est associée a un unique intervalle, il y a donc N (U) extrémités gauches. De méme il y a N(V)
extrémités gauches d’intervalles J € V'. Remarquons maintenant que si I € U’ et J € V' ont
une intersection non vide, cette intersection est un intervalle et que 'extrémité gauche de cet
intervalle est soit I'extrémité gauche de I, soit l'extrémité gauche de J. Ainsi U’ V V' est un
recouvrement par intervalles, en nombre au plus égal & N(U) + N(V).

Fixons 6 € (0,3) tel que d(T~Y(z), T (y)) < 1 si d(z,y) < 4. Puisque la famille des
recouvrements par intervalles de longueur < § est génératrice, il suffit de prouver que h(T,U) = 0
pour un tel recouvrement. Mais nous savons que U et T~ !(U) sont des recouvrements par
intervalles de longueur < % On en déduit que U V T~1(U) est un recouvrement par intervalles
de longueur < § et que

NUVTHU)) < NU)+ NTU)) =2NWU).

Une simple récurrence permet d’établir que \/ZT-L:_O1 T~(U) est un recouvrement par intervalles de
longueur < § et que

N (n\/1 T"(L{)) < nNU).
1=0

Ceci implique, bien stur que h(T,U) = 0.

2.5 Entropie topologique et entropie métrique

SiT: X — X est une application continue définie sur un espace métrique compact, on sait
que ’ensemble M des mesures boréliennes de probabilité invariantes est une partie compacte
(pour la topologie faible*) convexe et non vide. On peut définir I'entropie h,(T") de toute mesure
u € Mrp. Nous allons nous intéresser dans cette section au lien entre ’entropie topologique
et les entropies métriques des mesures invariantes. Le résultat principal, appelé usuellement
principe variationnel pour l’entropie, a été prouvé par Goodwyn (une des inégalités) et Goodman
(égalité), nous allons donner une preuve due & Misiurewicz :

THEOREME 2.5.1 : SiT : X — X est une application continue définie sur un espace métrique
compact, alors

hT) = sup h,(T).
HEMT

Démonstration. Nous allons commencer par prouver l'inégalité h,(T) < h(T) pour toute
mesure y € Mrp. Nous utiliserons la régularité de pu.
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LEMME 2.5.2 :  Une mesure borélienne de probabilité sur un espace métrique est réquliere :
pour tout borélien A et tout € > 0, il existe une partie fermée F et une partie ouverte U telle

que FCAcCUet u(U\F) <e.

Démonstration. 1l suffit de prouver que ’ensemble C des boréliens qui vérifient la condition du
lemme est une o-algebre qui contient les parties fermées. L’ensemble C est stable par passage
au complémentaire et contient X, pour montrer que c’est une o-algebre, il reste a prouver qu’il
est stable par réunion dénombrable. Soit (A, )m>0 une suite dans C. Fixons € > 0 et choisissons
pour tout m > 0 une partie fermée F),, et une partie ouverte U,, telles que F,,, C A,, C U,, et

w(Upn \ F) < /2™ Remarquons que

UFruc U Anc | Un

m>0 m>0 m>0
et que
400 +00
K UUm\UFm S U(Um\Fm) SZM(Um\Fm)<ZQm€ﬁ:5
m>0 m>0 m>0 m=0 m=0

Ceci implique qu’il existe mg > 0 tel que

#(U Un\ U Fm)<e.

m>0 0<m<mg

On en déduit que A € C car U = ,,>0 Um est ouvert et Up<,<p, F'm est fermé.

Nous devons montrer maintenant que toute partie fermée F' appartient a C. Remarquons que

F:anI U’I’)‘M Oil
1
Uy = {a: € X |d(z, F) < }
m

est ouvert. On en déduit que

ml_igloou(Um\F)zu(ﬂ Um\F) = 0.
m>1

Prouvons maintenant que h,(T) < h(T) si p € Mr. Nous allons en fait montrer que
huy(T) <1+1n2+ h(T).
En appliquant cette formule & chaque itéré 7™, m > 1, on obtiendra
mhy(T) = hy(T™) <1+In24+ h(T™) =14+ 102 + mh(T).
Il restera alors a diviser par m et a faire tendre m vers +o0o pour obtenir

hu(T) < h(T).

Choisissons une partition mesurable P = (P;)1<i<,. Fixons ¢ > 0. Pour tout i € {1,...

on peut trouver une partie fermée @Q; C P; telle que p(P; \ Q;) < €. Posons

Q=Xx\ U @, R=0.

1<i<r

23

7}



Nous avons deux partitions mesurables Q = (Q;)o<i<r €t P’ = (P;)o<i<r telles que u(PAQ;) <
re pour tout ¢ € {1,...,7r} (puisque pu(PoAQo) = u(Qo) < re). On en déduit que si € est assez
petit, alors

H(P|Q) = H(P'|Q) < 1.

Ceci implique que
hu(T,P) < hy(T, Q) + H(P|Q) < hu(T, Q) + 1.

Pour tout ¢ € {1,...,r} on définit maintenant

M:QMM%:X\( U %)-

1<j<r,j#i

On obtient un recouvrement ouvert U = (U;)1<i<r. Chaque élément

N T = ) TMQouQi)

0<k<n 0<k<n

du recouvrement \/7Z5 T~F(U) est la réunion de 2" éléments de la partition \/}—; T7%(Q) (cer-
tains éventuellement vides). Si R est le nombre d’éléments non vides de la partition \/}'—g T~%(Q),
on en déduit que

H, (n\/1 Tk(Q)> <InR<In (2”]\7 (n\/1 T’%U))) .
k=0 k=0

En divisant par n et en faisant tendre n vers +o00, on obtient
hy(T,Q) <In2+ h(T,U) <In2+ h(T),

puis
hy(T,P) <1412+ h(T).

Il reste & passer au supremum pour obtenir 'inégalité cherchée.

hu(T) <14 1n2+ h(T).

Nous allons maintenant montrer I'inégalité inverse

hT) < sup h,(T),
HEMT

et pour cela commencer par quelques lemmes.

LEMME 2.5.3 1 Soit X un espace métrique compact et (fim)m>0 une suite de mesures boréliennes
de probabilité qui converge vers u pour la topologie faible*. Alors, pour tout borélien A tel que
w(0A) =0, on a

lim i (A) = p(A).

m——400

Démonstration. Définissons une suite de fonctions continues (fi)r>1 sur X, en posant

fr = x— max(l — kd(z, A),0).
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La suite (fx)r>1 est décroissante et converge vers la fonction caractéristique x. Pour tout k > 1,
on a

timsup i (4) < limsup [ fudpn = tim [ fidum = [ frdp.

m—-400 m—-+00

Ceci implique que

. < . — . — 7 .
limsup i (4) < inf [ fidu = lim [ fidp=p(A)

m——+00

Le méme raisonnement appliqué au complémentaire de A nous dit que

liminf g, (A) > p(Int(A)).

m—-+00

Puisque, par hypothese on a u(A) = p(Int(A)), on peut conclure. O

LEMME 2.5.4 :  Soit X un espace métrique compact et p une mesure borélienne de probabilité.
Pour tout € > 0, il existe une partition borélienne P = (P;);er telle que pour tout i € I, on a
diam(P;) < e et p(0F;) = 0.

Démonstration. Pour tout = € X il existe g, €]0,¢/2[ tel que
p({z' € X |d(z,2') =e,}) =0.

ce qui implique que p(9B(z,e,)) = 0. Considérons un sous-recouvrement fini (U;)i<i<, du
recouvrement (B(x,e;))zex et définissons une partition mesurable (P;)i<i<, en posant

P=U\ | U

1</ <3

Chaque U; a un diametre inférieur a € et sa frontiere est de mesure nulle puisqu’elle est incluse

dans U, <;<, OU;. O

LEMME 2.5.5 :  Pour tout € > 0, il existe p € M tel que

hu(T) > limsup 1 In (s(n,e))).

n—+oo N

Démonstration. Pour tout n > 1, choisissons un ensemble (n,e)-séparé S,, de cardinal s(n,¢).
Considérons ensuite les mesures
2 0

.’EESn

1
s(n, )

Vp =

et
1 n—1 ]
Hn = — Z T:(VN)'
n “
=0
On peut trouver une suite strictement croissante (ny)r>o dans N telle que, d’une part, on ait

1 1
lim —1 =i ~1
G n (s(nk, €)) imsup - n (s(n,))
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et telle que, d’autre part, la suite (i, )r>0 converge pour la topologie faible* vers une mesure
de probabilité p. Cette mesure p est alors invariante. En effet, pour toute fonction continue

f:X—R,ona

[tror—pau=tm_[(soT pdum, = tim = [(FoT™ ~ f)dm, =0,

k—4o00 N,
puisque

e = pydm,

(nous venons de refaire 'argument de la preuve du théoreme de Krylov-Bogolioubov). Nous
allons montrer que p satisfait la conclusion du lemme.

<9
< gcne?%lf(x)l,

Fixons une partition borélienne P = (P;);es telle que pour tout ¢ € I, on ait diam(F;) < e
et u(0F;) = 0. On va montrer que

hu(T,P) > limsup ! In (s(n,¢€)),

n—-+oo N

ce qui prouvera le lemme puisque h,(T') > h,(T,P). Définissons la suite de partitions (P")n,>1
ot P" = /72 T~(P). Puisque S, est (n,e)-séparé, chaque élément de P™ contient au plus un
point de S,,, ce qui implique que

H, (P")=1Ins(n,e¢).

SOUS-LEMME 2.5.6 :  Pour toute partition borélienne Q = (Q;) e et tous entiers ¢ < n, on a
ot QM = VIt T7H(Q).
Démonstration. Fixons ¢ > 1. Pour tout r < g on a
Jr—1 ] r—1 ‘ n—1 '
o' =\ Tr(en | v (\/ TZ(Q)) vV T,
j=0 i=0 i=qjr+r

ou j, est l'entier tel que
n—1—-g<r4+qjr—1<n-1.

On obtient
gr—1 r—1 n—1
H,,(Q") <> H, (T (QN)+ > H, (T(Q)+ Y, H,(T7(Q)
§=0 i=0 i=qjr+r
j?"_l
< > H,, (T77977(Q%) + 2qIn(3J).
§=0

En sommant sur r, on obtient

n—1

qH,,(Q") <> H,, (T7(Q%) + 2¢* In(4J).

1=0

26



Pour obtenir le résultat, on va maintenant utiliser la concavité de la fonction ¢ : ¢ +— —tlInt.

En effet, pour toute partition borélienne S = (Sg) ek, on a

Hy,(S) = ¢(1n(Sk))

keK
n—1
ST EPMEAIER)
keK =0
n—1
=D DD SACUAIEN)
keK =0
1 n—1
= n Z HTjun (8)7
=0

1 n—1 ]
=~ H, (T7(5)).
=0

Si on applique le sous-lemme a la partition P,, et qu’on divise par gng, on obtient :

1 1 1 2q
J— - k) < = q — .
S (14 )) = oy, (P™) < < Hy,, (PY) + In(e])

Puisque la frontiere de chaque élément de PY est de mesure nulle, on obtient, en faisant tendre

k vers +00 : 1 1
limsup —In (s(n,¢)) < —Hu(PY),
q

n——+oo N

Faisons tendre maintenant ¢ vers 400, pour obtenir

lim sup 1 In(s(n,e)) < hy(T,P) < hu(T).

n—+oo N

La preuve de la seconde partie du théoreme, c’est-a-dire I'inégalité

sup hy(T) = h(p)
HEMT

découle alors immédiatement de 1’égalité

1
h(T) = lim limsup — In s(n, €).

e—0 nstoco N

g

On peut se demander si ’entropie topologique est atteinte par une mesure, c’est-a-dire s’il
existe une mesure p € My telle que h,(T') = h(T). Ceci serait vrai, si 'application p — h,(T)
était continue (ou méme semi-continue supérieurement) pour la topologie faible* puisque My
est compact. Malheureusement cette application n’est généralement pas continue et il se peut
que l'entropie topologique ne soit pas atteinte. Cependant, comme nous allons le voir, c’est le
cas des que Papplication T' est expansive, c’est-a-dire 8'il existe £y (constante d’expansivité) tel

que pour tous points distincts x et y, il existe n > 0 tel que d(T"(x),T"(y)) > €o.
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PROPOSITION 2.5.7 :  Soit T : X — X une application expansive définie sur un espace métrique
compact X. Il existe u € M tel que

Démonstration. On vérifie facilement que le recouvrement /! par les boules ouvertes de rayon
€1 est générateur, si 2¢; est une constante d’expansivité. On en déduit que

WT) = W(T,U) = lim ~In(N(n,e1))

n—+oo n
ou
n—1
N(n,e) =N (\/ L[?)
=0

On a vu précédemment que N(n,e) < s(n,e) et donc que

1
h(T) < limsup — In(s(n, 1)),

n—+oo N

et on vient juste de voir qu’il existe une mesure y € M telle que

1
hu(T) > limsup — In(s(n,e1))

n—+4oo N

|

En fait dans le cas d'un systéme expansif, I'application p +— h,(T) est semi-continue su-
périeurement. Les cas les plus simples de systéemes dynamiques expansifs sont donnés par le
décalage de Bernouilli unilatéral o : AN — AN ol A est un alphabet fini de cardinal p > 2,
et les endomorphismes du cercle T : z — pz, ou |[p| > 2. Dans le premier cas la mesure
équidistribuée, c’est-a-dire celle pour laquelle tout cylindre

C(m,ap,ai,...,am) = {(Tn)n>o0|xi = a; si i <m}

est de mesure zﬁ’ a une entropie égale a Inp = h(o) ; dans le second cas la mesure de Lebesgue
a une entropie égale a In |[p| = h(T'). On peut se demander également si 1’entropie topologique
peut-étre atteinte par plusieurs mesures. La réponse est évidement oui (pensons au cas ou
I’entropie est nulle et ou il y a plusieurs mesures invariantes, une rotation d’angle rationnel par
exemple) ou plus simplement, méme dans le cas d’une entropie strictement positive, prenons la
réunion disjointe de deux systemes dynamiques. Nous verrons cependant que pour les systemes
“hyperboliques” il n’y a généralement qu’une seule mesure invariante d’entropie maximale. Nous
allons commencer par un modele-type de ces systemes, les sous-décalages de type fini.
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CHAPITRE 3 : SOUS-DECALAGES DE TYPE FINI

3.1 Entropie topologique des sous-décalages de type fini

On s’intéressera aux sous-décalages bilatéraux, on pourrait définir de méme les sous-décalages
unilatéraux. On se donne une matrice carrée A = (4;;);; d’ordre p a coefficients égaux a 0 ou
1. L’ensemble

Xa={i=(ip)rez € {1,...,p}% | Ay iy, = 1 pour tout k € Z}

est fermé et invariant par le décalage o : (ix)rez — (ik+1)kez- La restriction o4 = o|x, est un
sous-décalage de type fini.

On supposera qu’il existe toujours un 1 sur chaque ligne et sur chaque colonne, ce qui
implique que pour tout i € {1,...,p} et pour tout kg € Z, il existe i = (ix)rez € Xa tel que
ik, = ©. On appellera mot de longueur n toute suite w = (Zk)0<k<n dans {1,...,p}. On dira que
ce mot joint ig & i,. On dira que le mot w = (ix)o<k<n €st admissible s’il peut étre étendu a une
suite i = (ix)rez € X4, c’est-a-dire si A;, ;,, = 1 pour tout k € {0,...,n — 1}. Les cylindres
qui engendrent la topologie de X 4 sont les cylindres admissibles qui s’écrivent

Ch = (i = (ix)rez € Xa|irir, = wp pour tout k € {0,...,n}},
ol w = (wg)o<k<n est un mot admissible et kg € Z, la base d'un tel cylindre est {ko,...,n+ko}.

Nous allons chercher a calculer I'entropie topologique de 4. Commencons par le lemme
suivant :

LEMME 3.1.1 :  Pour tous i, j dans {1,...,p}, le nombre de mots admissibles de longueur
n > 1 qui joignent i a j est égale a A7; le coefficient (i, j) de A™.

Démonstration. En effet,

Ai,j - Z Al,hAu,Zz . 'Aln—l,]'

1<ii<p,...,1<in—1<p

Remarquons maintenant que A;;, A;, i, ... Ai,_, j vaut 1si (4,41,...,i,—1,7) est admissible et 0
sinon. O

ProproSITION 3.1.2 :  L’application o4 est positivement transitive si, pour tous i, j dans
{1,...,p}, il existe n > 1 tel que Aj'; > 0. Dans ce cas, on dira que A est irréducible.

Démonstration. Considérons les cylindres C? = {i = (ix)rez € Xa |0 = i}. Si 04 est positive-
ment transitive, alors, pour tous %, 7 dans {1, ..., p}, il existe n > 1 tel que CY Noy (CJO) # 0.
Ceci signifie qu’il existe un mot admissible de longueur n qui joint ¢ & j. Par le lemme précédent,
cela signifie également qu’il existe n > 1 tel que A?,j > 0.

Réciproquement, supposons que pour tous 4, j dans {1,...,p}, il existe n > 1 tel que AZj #0.

Soient O et Cko deux cylindres. On veut montrer qu'il existe k > 0 tel que CENo*(C/ o’ 9) # 0.
Qultte a prendre des cylindres plus petits, on peut supposer que la base commune de C”CO et

w? est {—N,...,N}. Il existe un mot admissible w” de longueur n > 1 qui joint la derniere
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coordonnée de w a la premieére coordonnée de w’. Ceci implique que le mot ww”w’ construit par
. . _ON—n s~k
assemblage est admissible. Ainsi CK0 0o 2N="(C10) # 0. O

Avant de donner la formule de I’entropie topologique de o 4 rappelons la définition du rayon
spectral.

PROPOSITION 3.1.3 : Soit E un espace vectoriel réel ou complexe de dimension p et L(E)
lespace des endomorphismes de E. Si || || est une norme sur L(E), alors pour tout L € L(E),
la suite (||L”||%)n20 converge et sa limite p(L) ne dépend pas de || ||. C’est le rayon spectral
de L, il est égal au plus grand module des valeurs propres (complexes) de L. De plus, pour tout
e > 0, il existe une norme || || sur E telle que ||L|| < p(L) + ¢ ot
associée :

|| est la norme d’opérateur

I} = max [|L(v)]].
fvll=1

Démonstration. Les normes sur L£(F) étant toutes équivalentes, les quantités

liminf |||, limsup || L]
n—+00 n—-+00
ne dépendent pas de la norme || ||.

Commencons par prouver le résultat dans le cas ou E est un espace vectoriel sur C.1 Choisis-
sons une valeur propre A € C de module maximal et remarquons que liminf, 4 ||L™||7 > || si

|| || est une norme d’opérateur. Pour montrer que limsup,, . ||L"||» < |A| il suffit de trouver,
pour tout € > 0, une norme || || sur E telle que ||L|] < |A|+& pour la norme d’opérateur associée.
On sait qu'il existe une base (v;)i1<i<p dans laquelle la matrice de L, notée A, est triangulaire
supérieure. Quitte & choisir § > 0 petit et & remplacer la base (v;)1<i<p par la base (67 v;)1<i<p,
on peut supposer que les coefficients non diagonaux de A ont tous un module inférieur a ¢/p.
Considérons la norme

ol = max |,

en notant z; les coordonnées de v dans la base (v;)1<i<p et remarquons que || L(v)|| < (|A|+¢)]v].

Pour étudier le cas ou E est un espace vectoriel sur R on considere ’extension
Lc :u+iv— L(u) +iL(v)

au complexifié Ec ~ E + ¢E. Chaque norme || || sur Ec¢ induit par restriction une norme sur
E et on a ||u+ | < |jul| + ||v|. En considérant les normes d’opérateurs associées, on obtient
|L™| < ||L&|l, ce qui implique que limsup,, o HL"HTIL < |A]. L’inégalité inverse est évidente si
on peut choisir A € R. Sinon, on considere un vecteur propre w = u + iv associé a A. On a

(A fwll < [IE* ()] + L™ ()],

ce qui implique que liminf, 1 HL”||% > |l

PRrROPOSITION 3.1.4 : L’entropie topologique de o4 vérifie

h(oa) = In p(A).
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Démonstration. Considérons le recouvrement ouvert U de X 4 formé par les p cylindres (C?)1<i<p.
Comme dans le cas du décalage de Bernouilli o, on remarque que la famille ( ?:__1n 11 a;"(u )) .

n>
est génératrice et donc que

n—1 2n—2
h(ca)= lim h|oa, \/ o 'U)| = lim h(UA, \/ Uzi(Z/{)>:h(O’A,U).

n—-+00 . n—+00 ;
=0

Remarquons maintenant que le recouvrement \/?;01 04" (U) n’est rien d’autre que le recouvrement

par les cylindres admissibles C0 de base {0,...,n — 1}. Ils sont bien sir disjoints deux-a-deux
et il y en a exactement

n—1
N (\/ UZZ(L{)> => At
i=0 i,

La formule
M| =" | M)
1,J

définit une norme sur ’espace des matrices carrées d’ordre p. Le lemme précédent nous dit que

n—1

_ 1 n—=1y _ 71; n—1)7) _
Moa)= lm ~InfA" = lim “——ln(A"}|7T) = np(A).

3.2 Mesures de Markov, mesure de Parry
Commencons par rappeler ’énoncé du théoreme de Perron-Frobenius.

PropoSITION 3.2.1 :  Soit A une matrice carrée d’ordre p a coefficients positifs. On suppose
qu’il existe N > 1 tel que les coefficients de AN sont tous strictement positifs. Alors :

i) la matrice A a un vecteur propre u a coefficients strictement positifs et tout vecteur propre
a coefficients positifs est un multiple de u ;

ii) la valeur propre \ correspond a u est simple et strictement positive et tout autre valeur
propre X vérifie |N'| < A.

Démonstration. Considérons le cone
C={z=(r1,...,2p) e RP | 21 >0,...,2, > 0}.

Fixons un hyperplan affine H qui rencontre Int(C') et dont la partie linéaire ne rencontre C'
qu’en 0 puis définissons la partie compacte convexe Cy = C'N H. On peut prendre, par exemple,

H={(z1,...,2p) e R? | 21+ ...+ 2, =1}

Puisque les coefficients de AV sont strictement positifs, on a Au # 0 pour tout u € C \ {0}.
Par conséquent A induit une application continue Ay : Cyg — Cpgy définie par

RAp(z) = A(Rx),
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et les points fixes de Ay correspondent & des vecteurs propres.
Rappelons que le birapport [a, b, ¢, d] de quatre points sur une droite affine A de RP est

[a,b,c,d] =

pour n’importe quel systeme affine de coordonnées sur A. Ce nombre est également invariant
par homographie.

On va définir une “distance” dg sur Int(Cpr). Si x et 2’ sont deux points distincts de Int(Cp),
on considere la droite Ay passant par x et 2/, puis les deux points a et o’ de Ag N Fr(Cg), le
point a choisi du c6té de x et le point a’ du c6té de /. On a donc [a,d’,z,2'] > 1 et on peut
définir dy(x,2") = In([a,d’, z,2']). Si on pose dy(x,x) = 0, on obtient une fonction symétrique
réflexive et il n’est pas difficile de voir que dy est continue (on peut également prouver, mais
c’est plus difficile, que dp vérifie 'inégalité triangulaire et définit vraiment une distance).

Le fait que A est & coefficients positifs implique que pour tous x et 2’ on a

dH(AH(a;), AH(JI/)) < dH(.T, a:').

C’est évident si Ag(z) = Apg(2’), expliquons pourquoi c’est encore vrai sinon. Notons A; la
droite passant par Ay (x) et Ag(2'), puis b et b’ les points de A1 NFr(Cx), le point b choisi du
coté de Ap(x) et le point b du coté de Ay (z’). Remarquons que Ay (AgNCh) C Ay NCh et
que le point Ag(a) (resp. Ag(a')) est situé entre b et Ay (x) (resp. entre b’ et Ag(z')) et donc
que

b, An(e), Ar(2")] < [An(a), A (@), An(x), A (a')]

avec égalité si et seulement si Ay(a) = b et Ag(a’) = b'. Remarquons de plus que Ay induit
une homographie entre Ay et A et donc que

[Ag(a), Ag(d), Ag(z), Ag(2))] = [a,d’, z, 2'].

Puisque AV est & coefficients strictement positifs, on sait que A%(CH) est une partie com-
pacte de Int(Cp). Les inégalités précédentes sur les birapports impliquent donc que

dH(A]Ig(x)v A%(x,)) < dH<x7 x/)7

si x # 2/. En particulier Ay a au plus un point fixe. Pour montrer I'existence d’un tel point,
considérons un point u ou la fonction x +— d(z, Ag(x)) atteint son minimum. I doit étre fixe
puisqu’on aurait dg (AN (u), AFT(u)) < dg(u, Ag(u)) dans le cas contraire, en contradiction
avec la propriété d’extremum.

Remarquons maintenant que pour tout voisinage U de u dans Cg, il existe n > 1 tel que
A} (Ch) C U. En effet, la suite (A% (Ch))n>0 étant décroissante, 'ensemble K = (>0 A% (Ch)
est compact et vérifie Ag(K) = K. Nous voulons montrer que K se réduit a u. Dans le cas
contraire on pourrait trouver v’ € K qui maximise x — dg(x,u), mais ce point ne pourrait pas
avoir d’antécédent par Aﬁ dans K.

(En fait on aurait pu montrer, mais cela aurait demander plus de travail, non seulement que
dp était une distance mais également que A% était contractante, puis utiliser le théoreme de
point fixe de Picard.)

Puisque u = An(u), ce point est a l'intérieur de Cr, et nous avons montré ’assertion i).
Nous voulons maintenant prouver ii). Notons alors A\ la valeur propre associée a u. De facon
similaire, nous savons que A’ a un unique vecteur propre v & coefficients strictement positifs qui
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vérifie ¥ | v;u; = 1. On peut identifier v & un vecteur et v & une forme linéaire qui vérifient
vo A= Xvetwv(u) =1. En appliquant la premiere égalité a u, on trouve A* = \. L’hyperplan
Ker(v) est invariant par A et son intersection avec C' réduite a 0. Pour montrer ii) il suffit de
prouver que p (A|Ker(v)) < A. Considérons 'hyperplan affine H = u+ Ker(v) et remarquons que

Ag(u+w) =u-+ %A(w).

Il existe ¢ > 0 tel que u+w € Cy si w € Ker(v) vérifie ||w|| < e. En appliquant ce qui a été dit
plus haut au voisinage

U={utw,weKer(v), |[w| < g},

on sait qu’il existe n > 1 tel que A% (Cy) C U. En particulier pour tout w € Ker(v),
n 1 n
lwll < e = [[A"(w)]| < SeA

et donc

1
n

p(A|Ker(v)) < <;) A

Remarques

i) Pour tous ¢, jin {1,...,p} on a

1 n P . .
nll)rfoo W Al = uvj.

En effet, on a

1
lm —A"u=u
n——+oo \"

ainsi que

. Lo
nEI}rlooVA w=20

pour tout w € Ker(v). On peut remarquer que la matrice uv® = (u;v;);; fixe u et annule tout
vecteur w € Ker(v).

ii) Siles coefficients de A sont formés de 0 et de 1, alors A > 1. En effet

pAN > Tr(AN) > p.

iii) Si A est une matrice stochastique, c’est-a-dire si E§:1 A;j = 1 pour tout i € {1,...,p},
alors A = 1. En effet 'hyperplan

H={(z1,....,2p) e R? | z1+ ...+ 2, =1}

est invariant par A’. Les applications A! et (A')y coincident, le point fixe de Ay est un point
fixe de A. En fait, pour toute matrice stochastique M, il existe au moins au moins un vecteur
v = (v1,...,vp) & coefficients positifs tels que Y-F ;v; = 1 et qui vérifie vM = v. En effet
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I’endomorphisme L dont M? est la trace dans la base canonique, laisse invariante la partie
compacte convexe Cpr. Fixons w € C' et définissons

1 n—1
Wy, = — Z L*(w).
" =0

Remarquons que

1 1 ..
L) = wnll = | (27 () = w)| < S diam(C),
ce qui implique que toute valeur d’adhérence v de la suite (wy)n>1 est fixe par L. Le théoreme
de Perron Frobenius nous dit que ce vecteur est unique dans le cas ou il existe une puissance de
M dont les coefficients sont strictement positifs.

Définissons maintenant ce qu’est une mesure de Markov. Soit M = (M;;); ; une matrice

stochastique et v = (v1,...,vp) un vecteur a coeflicients positifs tels que Zle v; = 1 et qui
vérifie vM = v. Il existe alors une unique mesure borélienne de probabilité u telle que pour tout
w = (wp,...,wm-1) € {1,...,p}"™ et tout ng € N, on a
m—2
p(C°) = Vg <H ka@kﬂ) .
k=0
En effet si on écrit
iw = (i,wo, ..., Wn-1), Wi= (Wo,...,Wyn_1,1),
pour w = (wp,...,wm-1) € {1,...,p}"™, et i € {1,...,p}, la formule précédente implique que
pour tout ng € N, on a
P
d_ulC) =1
i=1
et que pour tout w = (wo, ..., wm_1) € {1,...,p}™ ! et tout ng € N, on a
p ) P
pC) =D (Gt = > m(Cyl)
i=1 i=1

(la premiere égalité de la ligne précédente est due au fait que vM = v, la seconde au fait que
M est une matrice stochastique). Le théoréme d’extension de Caratheodory nous dit qu’il existe
alors une unique mesure borélienne de probabilité u définie par ces égalités. On a

po™HO) = w(CPFY) = (G,
ce qui prouve que p est invariante par o.

On peut calculer I’entropie métrique d’'une mesure de Markov. Rappelons que la partition
P = (Pi)i<i<r o0 P; = {x = (xn)n>0 | o = i} est génératrice et donc que

n—1
h(0) = hu(o,P) = Tim_ %H( \/ o7 (P)).
=0
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Le calcul donne alors

n—1
—1 0 0
HO\ o7 (P) =~ 3 wChiyin ) (0(Ch i)
1=0 7;077;17---7in—1
== Z VigMig,iy - - My, 5,y ln(vioMioyil s Min—inn—l)
20,815+ -5n—1 ,
= - Z UioMio,il s Min—zﬂ'n—l(ln Vig + In Mio,il +...+In Min—Qvin—l)
20,81 5-+-5tn—1
= — Z Vig In Vig — (n — 1) Z UiMi,j In Mi,j
Z‘0 7‘7.7
et donc

h,u(O') = — Z UiMiJ' In MZ’J‘.
1,J

PROPOSITION 3.2.2 :  Soit p la mesure de Markov définie par une matrice stochastique M et
un vecteur fixe v. S’il existe une puissance de M dont les coefficients sont strictement positifs,
alors la mesure | est mélangeante.

Preuve. 1l suffit de prouver que

lim p(CI0 N o ™(C1)) = p(Cro)u(Cl9)

n—-+oo w

. n| .
pour tous cylindres C7)° et C, 9. Supposons que w = (wo, ..., Wm—1) et w' = (wy,...,w,,_;). Si
n>m — 14 ng — ng, alors

m—2 m’'—1
O (g (CM)) = M, ML ot M,
u(Cy o™ w’)) = Vo H Wi Wt 1 Win—1,W) H WWeyy |
k=0 k=0
o on écrit M™ = (M]);;, et donc
, m—2 m’'—1 ,
: n —n /o) _ n L)
ngr—s{loo M(Cwo No (Cw’ )) = Vwyg H ka,wk+1 Uwé H Mw;c,w;€+1 - /’L(Cwo):u’(cw’ )7
k=0 k=0
car on a vu précédemment que limy, o0 M]"; = v, O

Supposons que A est une matrice carrée d’ordre p a coefficients égaux a 0 ou 1 et que
Ai,j =0= Mi’j = 0.

Le support de la mesure p est inclus dans X 4 car tout cylindre non admissible est de mesure
nulle, ainsi p est une mesure invariante de o 4.

Sl existe N > 1 tel que les coefficients de AV sont strictement positifs, il existe alors une
valeur propre réelle A = p(A) > 1 plus grande strictement que le module de tout autre valeur
propre. On dit alors que A est irréductible et apériodique. Dans ce cas, il existe une mesure de
Markov particuliere appelée mesure de Parry. Soient u un vecteur propre a coeflicients positifs
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(et donc associé & \) et v un vecteur propre de A’ & coefficients positifs (donc associé également
a \) tels que >°F_, v;u; = 1. Considérons la matrice M, ou
Aiju;

Mg = Au;
(2

C’est une matrice stochastique car

P
Z A ju; = Mg,
j=1
la mesure de Markov associée est la mesure de Parry w4, elle est supportée sur X 4. Le vecteur
propre de M" qui est dans C' N H est (viuq,...,vpup,). Par exemple si A; ; = 1 pour tout (4, ),
alors A\ =pet u;, =v; = %. Dans ce cas la mesure de Parry est la mesure équidistribuée.

La mesure de Parry maximise I'entropie :

ProPOSITION 3.2.3: On a
hya(04) = h(o.4) = Inp(A).

Démonstration.  Rappelons que I’entropie métrique de pa vaut

hu,(oa) = — Z(uz‘vi)Mi,J’ In(2M; ;)

A s
—— i Z 7] ]1 ( 2] ])
Z it AU;

Z

AZ (2
= M(_ln (A;juj) +Inw; +1n ).

— A
Z7j
Mais A,
ViU ViU
—Z J =i Jn(A qu):—z%l Zv]u]lnuj,
i?j
A v
Z ’j 2 g Z—szuzlnul
]
et

Z%ln)\:lnsziui =InA

i?j

En fait, c’est la seule mesure qui maximise 1’entropie.

PROPOSITION 3.2.4 :  La mesure de Parry pa est la seule mesure i € Mg, telle que hy(o4) =
h(oa).

Démonstration. Supposons qu’il existe une mesure p € M,, telle que h,(ca) = h(ca) et
u # pa. Cette mesure n’est pas uniformément continue par rapport a pa. Sinon, on pourrait
écrire dyu = fdua, ou f € Li(pa) est invariante par 7. Mais py étant ergodique, f devrait
étre constante égale a 1. Puisque p n’est pas uniformément continue par rapport & 4, il existe
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une partie boréliennne B telle que pa(B) = 0 et u(B) > 0. De la méme fagon qu’on a montré

que i et p étaient régulieres, on peut construire une suite (B;);>o formée de réunions finies de
cylindres, telle que

Jim p(By) = p(B) et lim pa(By) = pa(B) = 0.

La partition P = (C )1<1<p étant génératrice, on sait que

2n—2
hu(T) = hu(T, P) = im 5 (\/ 7! ) = lim . ( \/ T )

i=—n+1
Remarquons que pour tout cylindre admissible Cffjo associé a un mot de longueur n, on a

m—1
NA(CZZO) = ( H Aik:ik+1> VigUi,, AT > CATT
k=0

ou C = inf@j viu; > 0.

LEMME 3.2.5 :  Pour toute famille (x;)1<i<p de nombre positifs

p p P

E xi:a:—g milnxi§a1n<>.
; ; a
i=1 =1

Démonstration. La fonction ¢ : ¢t — —tInt étant concave sur |0, +oo[, on a
P P P
LS ) < — (2210 ) 1 (2= ) 2 Oy (p) .
= p p p \a

Fixons [ et choisissons n assez grand pour que B soit réunion d’éléments de P, = \/7_! | T~I(P).
On peut écrire

Hy(Pu)= > o@P)+ > ¢uP)

PeP,,PCB; PeP,,PZB,

< e (AEEPREEBI) o o (HE5 P 2O

)\2n—1MA(Bl) )\271—1(1 - HA(BZ))
< wu(B;)In (CM(BI)> + (1 — p(By)) In < C(1— u(By)) )

— u(B)In (‘Z‘(g)) +(1-u(B))n (11__‘5‘(%?) +(2n—1)InA—InC

Remarquons maintenant que cette quantité est inférieure a 2nIn X si [ est assez grand. On a une
contradiction puisque

2n—2
h“(T):Vlfiflzn_1 <\/T_ >_71Lg§2n—1 “( \/ T )

|

1=—n+1
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3.3 Croissance des orbites périodiques

On se donne la-encore une matrice carrée A = (4, ;); ; d’ordre p a coeflicients égaux a 0 ou
1, et on veut étudier les points périodiques de o 4.

LEMME 3.3.1 : Pour toutn>1, on a

fFix(o’}) = Tr(A").

Démonstration. Remarquons que les points fixes de ¢’} sont naturellement associés aux mots
admissibles de longueur n dont les extrémités sont égales. Ainsi, d’aprés le lemme 2.1.1, on a

tFix (o)) Z Al =Tr(A"™).
1<i<p

|

Dans le cas ou A est irréductible et apériodique, on en déduit que h(o4) indique le taux de
croissance des orbites périodiques :

PROPOSITION 3.3.2 :  Si A est irréductible et apériodique, alors

lim ! —In (§Fix(0"})) = h(o4) = Inp(A),

n—-+oo n

Démonstration. En effet, on a

fFix(o}) = Tr(A™) = > A},

1<i<p
ol A1, ..., A, sont les valeurs propres de A. Ceci implique que

tFix (o}

lim ) =1.

n—+o00 A

|

Le résultat qui suit nous dit que la mesure de Parry p4 est la limite, pour la topologie faible*,
des mesures équidistribuées sur les orbites périodiques.

1
o) 2

i€Fix(o7%)

PROPOSITION 3.3.3 : On a pa = limy 100 fbn, 00 fiy =

Démonstration. On doit prouver que pour tout cylindre Cff}’, on a

lim 1, (C?) = pa(CR).

n—-+00
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Ecrivons P, = Fix(0"}) et rappelons que £P, = Tr(A™). Fixons w = (ig, . .., im) € {1,...

Pour tout n > m, on a

#(P, N Co)
e

1 m—1
- m <k1_l() Aik’ik+1> Aimﬂ'o'

pn(CR0) =

On a vu que
1
lim —Tr(A") =1

n—-—+oo )\n

et ,
im — A%

in — Wi, Vig-
n——+oo \  ‘mst0 m 10

Ainsi, on a

n—-—+o0o

m—1
. H Ui, Vg
lim M”(C{ZO) - ( Aikaik-&-l) Z)\mlo
k=0

m—1
= (H Mikaik+1> Vig Uiy = ,UA(CZZO).

k=0
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CHAPITRE 4 : DYNAMIQUE HYPERBOLIQUE

4.1 Endomorphismes hyperboliques.

Définition: Soit (E,|| ||o) un espace de Banach. Un endomorphisme u : E — E est hyper-
bolique $’1l existe une décomposition E = E° @ E" en sous-espaces fermés, une norme | ||
équivalente & || ||o et un réel X € (0,1) tels que :

i) wu|gs est un endomorphisme de E* (i.e. u(E®) C E%);
ii) wu|p« est un automorphisme de E" (en particulier u(E") = E");
i) fulps| < Aet || (ulp)7H < A

iv) pour tout z € E, on a ||z|| = max(||z®], [[z"]), o = x® + 2% est la décomposition de x
dans E° ¢ E™.
On dit que E = E* @ E" est une décomposition hyperbolique, que || || est une norme adaptée

et que u est A-hyperbolique.

Le résultat qui suit nous dit que la décomposition est unique :

ProrPOSITION 4.1.1 : Siu: E — E est hyperbolique, les sous-espaces E° et E* sont caracté-
TiS€s comme suit :

- lespace E* est l’ensemble des points x € E tels que lim,_, ;o u™(x) =0 ;

- Despace E* est l’ensemble des points x tels qu’il existe une suite (zy,)n>0 vérifiant limy, oo Ty =
0 et u™(xy,) = x.

Démonstration. Soit || || une norme adaptée. Alors, pour tout x = z° + 2" € E = E*@® E*, on
au(x) =u"(x®) + u"(z"), ou ||u(x®)|| < A"||z®| et ||u™(z™)| > A7"||z*||. Ceci implique que

0 six, =0
. n — “ '

en d’autres termes .
siz € Eg,

0
lim [|u"(2)| = .
n—1>+oo|| @) {—i—oo siz & FEs.
Ces conditions caractérisent E, car elles ne dépendent pas de la norme mais de sa classe
d’équivalence..

Remarquons maintenant que pour tout x € E%, on a lim,,_, 100 5, = 0, ot 7, = ((u|gu)~1)"(x).
Réciproquement, soit (x,)n,>0 une suite telle que lim, o, = 0 et u™(z,) = . Si on écrit
Tp =x, + ) et x = 2° + 2% on a u"(x)) = z° et u"(z}r) = z*. La norme adaptée || || étant
équivalente a la norme intitiale, on en déduit que lim,, . z;, = 0, ce que implique que z° =0
car [|z° < A"{|a7 -

Dans le cas ol u est un automorphisme, u~! est lui-méme hyperbolique et on a

e
imu ()] =

0 sixz € Fy,
+oo siz & Ey.

Remarque : Un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie E est hyperbolique
si et seulement si les valeurs propres de u ont un module différent de 1. En effet, dans le cas
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ol u est A-hyperbolique et o £ = E° @ E" est la décomposition hyperbolique, toute valeur
propre de u est soit une valeur propre de u|gs (et donc de module < \) soit une valeur propre
de u|pu (et donc de module > A~1). Réciproquement, si les valeurs propres de u ont un module
différent de 1, on peut trouver une décomposition £ = E° @ E* en sous-espaces invariants tels
que les valeurs propres de u|gs ont un module < 1 et les valeurs propres de u|gs un module > 1.
Choisissons A €]0, 1 tel que les valeurs propres de u n’appartiennent pas & [\, A~!]. Les rayons

spectraux de u|ps et (u|g«)~! étant strictement inférieurs & A, on peut trouver une norme || ||
sur E% et une norme || ||, sur E* tels que les normes d’opérateurs de u|gs de (u|gu)~! sont
inférieurs & A. On obtient une norme adaptée en posant ||z| = max(||z®||s, [|[2*||w)-

Dans le cas plus général ou E est un espace de Banach, on considere le complexifié Ec
et le spectre sp(u) de w, formé des nombres complexes A tels que uc — Aldg. n’est pas un
automorphisme. Cet ensemble est compact. Dire que u est hyperbolique signifie que le spectre
ne contient pas de nombre complexe de module 1.

4.2 Automorphismes hyperboliques de T".

Fixons une norme || || sur R" et considérons la distance associée d sur T" = R"/T". C’est-
a~dire, posons
d(@,y) = inf _lz -y,
m(z)=z,(y)=y

ou
m:R"—T",

r—x+Z"
est la projection. Rappelons qu’il existe € > 0, tel que pour tout z € T, on a
Y(B(z,¢)) = |_| B(z,¢)

(z)=2

et tel que chaque application 7|p(, ) est une isométrie de B(z,¢) sur B(Z,¢).

Soit A un automorphisme hyperbolique de R" dont la matrice dans la base canonique est a
coefficients entiers et tel que det(A) = £1. On note A 'automorphisme de T" relevé par A et
R" = E* @ E" la décomposition hyperbolique de A.

PROPOSITION 4.2.1 :  Pour tout & € T les ensembles
Wi @) ={geT | lim d(A*),A"@)) =0}
k——+o0
et R R
Wiz)={geT" | lim d(A*(g), A¥(@)) = 0}
——00
sont les projections dans T des espaces affines x + E* et v + E*, ot x € 7~ ({Z}).

Démonstration. Pour tout y € x + E°, on a

lim [A"(y) - A"(2)]| = lim [A™(y —2)] =0,

n—-+00
ce qui implique que R R
lim d(A"(y), A" (z)) =0,

n—-+0o
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car d(Z',7') < |2’ — /||, pour tout 2’ et y' dans R". Ainsi, on a 7(z + E%) C W*(Z).

Fixons § € (0,¢) tel que
lz —yll <& =[[A(z) = Aly)| <&,

pour tout z et y dans R”. Pour tout § € W*(Z), il existe N > 0 tel que d(A"(7), A™(Z)) < &
pour n > N. Par définition de &, pour tout n > N, il existe un unique k, € Z" tel que
|A™ (y + k) — A™(2)|| < € et on a || A" (y + kn) — A™(z)|| = d(A™(5), A™(Z)) < 6. Observons que
| A" (y + k) — A" TY(2)|| < e. Ceci implique que k,, .1 = ky,. Ainsi le point y 4 ky appartient
a z + E% ce qui implique que § € m(x + E*). La preuve est similaire pour W*(Z). a

Exemple Supposons que la matrice de A dans la base canonique de R? soit
2 1
1 1)

3 5 3—+b —v5H—1
+2f et Q\f, I’équation de la droite E* est zo = —

Les valeurs propres de A sont x1,

2
x + E" se projettent chacune en une partie dense de T2,

celle de la droite E* est o = x1. Les pentes étant irrationnelles, les droites x + E*° et

PROPOSITION 4.2.2 :  Pour tout T et § dans T", les ensembles W*(Z) et W*(y) ont une
intersection non vide.

Démonstration. Les espaces affines © + E° et y + E" ont une intersection non vide. ]

On peut déduire deux corollaires du résultat précédent (le second pouvant également se
déduire d’arguments de théorie ergodique).

COROLLAIRE 4.2.3 :  Pour tout ¥ € T", les ensembles W*(Z) et W*(Z) sont denses.

Démonstration. Les ensembles W*(Z) et W*(Z) se déduisant de W*(0) et W*(0) par transla-
tion, il suffit de prouver que W#(0) et W*(0) sont denses. On va montrer que leur adhérence
contient 1’ensemble des points périodiques qui, on le sait est dense (c’est Q?/Z2). Puisque 0 est
fixe, les ensembles W#(0) et W*(0) sont invariants. Si Z est un point périodique de A de période
¢, on peut choisir § € W*(0) NW*(Z). On sait que lim,, ;o A™(5) = Z et donc que Z € WH(0).
On démontre de la méme fagon que z € W#4(0). O

On sait que A préserve la mesure de Haar et que la mesure de Haar est mélangeante, puisque
les valeurs propres de A ne sont pas racines de 'unité. La mesure de Haar est donc ergodique,
et on en déduit que A est transitif. Donnons une preuve de ce dernier résultat qui ne fait pas
appel a la théorie ergodique.

COROLLAIRE 4.2.4 : L’automorphisme A est positivement transitif.

Démonstration. Soit U et V deux parties ouvertes non vides. Choisissons un point périodique
7 € U et notons ¢ sa période, de méme choisissons un point périodique 7’ € U’ et notons
¢ sa période. On peut trouver § € W*(Z) N W*(Z') et on sait que limy__o AF(7) = Z et
limj_ o0 A*' () = #. On en déduit quil existe n > 0 et n’ > 0 tels que A() € U et
A"(§) € V. Ainsi, on a U N A" (V) £ (. ]
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4.3 Perturbation des endomorphismes hyperboliques.
Commencons par la version parametrée du théoréme de point fixe de Picard.

THEOREME 4.3.1 : Soit (X,) et (Y,d) deuzx espaces métriques, Y étant complet. Soit ®
X XY —Y une application continue vérifiant la propriété suivante : il existe A € (0,1) tel que
pour tout x dans X et pour tous y, y' dans Y, on a

d(@(z,y), ®(z,y') < Md(y,y).

Alors, pour tout x € X, il existe une unique solution y = 0(x) de l’équation ®(z,y) =y et la
fonction 8 : X — 'Y est continue.

Proof. L’existence d’une unique solution y = () de ’équation ®(x,y) = y est une conséquence
du théoréme du point fixe. Pour montrer que 6 est continue, considérons z et z’ dans X et
observons que

ce qui implique que

A(0(), 0(")) < £ (B, 0(2), B, 0(2).

Fixons z € X. L’application ® étant continue en (x,0(x)), on en déduit que
lim d(f(x),0(x")) = 0.

' —x

On en déduit le résultat important suivant :

PropoSITION 4.3.2 : Soit T : E — E un endomorphisme A-hyperbolique d’un espace de
Banach E. Ecrivons E = E*® E* pour la décomposition hyperbolique et considérons une norme

adaptée || ||. Si ¢ : E — E est une application lipschitzienne de rapport € < eg = 1 — X, alors
=T+ ¢ a un unique point fire x € E, et on a
0
o) < 12O
Eop — €

Démonstration.. Identifions F et E x EY et écrivons
T(z®2") = (T°(z®), T"(2")),
p(z®, ") = (p°(2%, "), p"(z°, ")),
Flat,at) = (f5(a, o), f ().



Remarquons que f = (f%, f*) et f = ( fs,fu) ont les mémes points fixes. Remarquons également
que f est lipschitzienne de rapport (¢ + A). En effet,

172(2®, 2%) = £2(y% y) | < Nl®(2% 2%) = *(v°, y) | + 177 (2%) = T (y°) |
< (e + M) 2") = ( Yl

et
17, 2) = P (% ) = Ml =y 4+ (T 7@ =y = (@, 2) + [y y™)
= () 7HT (") = T(y") — f*(2® ") + fU(% y") + 2 —yY)|
= ()7 e (% y") — (2, 2") + 2t — )|
< Alell(a® 2") = (°, y")ll + [l = y"|))
< Ae+ DI, 2") = (v° y)l
< (e + M, 2") = (v, ¥

Cela implique que f a un unique point fixe 2. Remarquons également que

Izl = IF O] < llz = FO) = [IF(z) = FO)| < (e + Nllz = 0] = (e + M|z,

et donc que

1

ol < T IFO) = — 7O <

O)]-

On va en déduire un résultat fondamental sur les endomorphismes hyperboliques.

Définition. Soit F': X — X une application continue sur un espace métrique (X, d) et a > 0.
On dit qu’une suite (x;);cz est une a-pseudo-orbite si d(f(x;),zi+1) < a pour tout i € Z.

PROPOSITION 4.3.3 (LEMME DE POURSUITE) : Soit T : E — E un endomorphisme -
hyperbolique sur un espace de Banach E, ou E = E° @ E" est la décomposition hyperbolique et
| || une norme adaptée. Soit ¢ : E — E une application lipschitzienne de rapport e < g9 = 1—A.
Posons f =T + ¢. Pour toute a-pseudo-orbite (z;)icz de f, il existe une unique orbite (y;)icz
de f telle que

sup ||lyi — x| < +oo,
i€EZ

et on a

SupH.% il <
i€EZ 0—¢

Démonstration. Notons & 'espace des suites z = (z;);cz bornées de E, muni de la norme
[2]] = sup [|2]|-
i€Z

C’est un espace de Banach qui se décompose sous la forme & = €% + %, ou £° (resp. EY) est
Pespace des suites bornées de E* (resp. E*). Remarquons que
T :£E-€&

(zi)iez = (T(2i-1))icz
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est A\-hyperbolique avec une décomposition hyperbolique £ = £ 4+ £“. Remarquons que la
fonction

F &€= E&

(zi)iez = (p(@i-1 + zi-1) + T(%i-1) — Ti)iez

est bien définie car la suite

(p(@ic1 + 2zic1) + T(@i—1) — xi)iez = (@(xi1 + zi—1) — @(xi—1) + f(Tiz1) — Ti)icz

est bornée, et qu’elle est lipschitzienne de rapport €. On en déduit que 7 + F a un unique point
fixe z = (z;)icz et que

IFO)] . o
o — & o — €&

2]l <
Posons y; = z; + ;. On déduit de ’équation
zi = @(xi—1 + 2zi—1) + T(xi—1) — @i + T(2zi-1),

que (y;)iczest une orbite de f vérifiant

sup [ly; — ;]| <
i€Z o — ¢

L’unicité de (z;);ez nous dit que c’est la seule orbite telle que

sup |ly; — zi|| < 4o0.
1€Z

4.4 Perturbation des automorphismes hyperboliques, résultats de conjugaison.

Dans le cas d’un automorphisme, on peut étre plus précis et obtenir le résultat de conjugaison
suivant :

PROPOSITION 4.4.1 : Soit T : E — E un automorphisme A-hyperbolique d’un espace de Ba-
nach. Ecrivons E = E* & Ev pour la décomposition hyperbolique et considérons une morme
adaptée || ||. Si ¢ : E — E est une application bornée et lipschitzienne de rapport ¢ < £1 =
min(||77Y|7, 1 — X), alors il existe un unique homéomorphisme h de E tel que h — Idg soit
borné et vérifie hoToh™t =T + .

Démonstration. La proposition se déduira des trois lemmes suivants
LEMME 4.4.2 :  L’application f =T + ¢ est un homéomorphisme.
Démonstration. Remarquons que

f@)=y&TE) +e@)=ycz=T"y) -T " op).

La fonction
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est continue et chaque application partielle z +— ®(z,y) est lipschitzienne de rapport ||77!|le.
Par hypothese, on a [|[T!||e < 1, et on peut donc appliquer la version parametrée du théoreme
de point fixe. Il existe une fonction continue 6 : E — FE telle que

f@) =y e z=0(y).

Ceci signifie que f est un homéomorphisme. O

LEMME 4.4.3 : 5@ @ et ) sont deuzx applications bornées et lipschitziennes de rapport € < €1,
il existe une unique application continue bornée 8 : E — FE telle que

(T'+¢)o(Idg + B) = (Idg + B) o (T' + ¢).

Démonstration. L’application g =T + v étant un homéomorphisme, 1’équation

(T +¢)o(de + B) = (Idg + 8) o (T'+ 1))
peut s’écrire
(T+¢)o(ldg+B)og ' =Idg + 5,
ou encore
Toﬁog_l—i—gpo(IdE—I—ﬂ)og_l—i—Tog_l—IdE:ﬁ.

Notons & = C(E, E) l'espace des fonctions continues bornées f : EF — E muni de la norme
| I, ot ||B]] = sup,eg ||B(x)], puis définissons deux applications 7 : &€ - Eet F : £ — € de la
fagon suivante :

T(B)=TofBog "
FB)=¢o(dg+p)og ' +Tog ' —ldp.
=po(ldg+B)og ' —¢og™!
Remarquons que 7 est A-hyperbolique avec une décomposition hyperbolique £ = £° @ £Y,
ou &% = C(E,E%) et & = C(E, E"), et que F est lipschitzienne de rapport . Par hypothese,
onac<eg <1— A\ Ceciimplique que 7 + F a un unique point fixe. O

LEMME 4.4.4 :  Sous les hypothéses du lemme 4.4.3, Uapplication h = Idg+/3 est un homéomorphisme.

Démonstration. Rappelons que f =T + ¢ et ¢ = T + 1. Le lemme précédent nous dit qu’il
existe 3 et 3’ dans £ tels que

fo(dg+B)=(dg+8)oyg
et
(Idg +0)o f =go(Ildg + §).
Ainsi, on a
fo(ldg+B)o(Idg+B)=Udg +B)o(Idg + 3') o f
et
go (IdE + ﬂ/) o (IdE + ﬁ) = (IdE + ﬂ/) o (IdE + ﬂ) og.

L’application
(Idg + B) o (Idg + f') = Idg = 8’ + B o (Idg + ')
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étant bornée et continue, le lemme 4.4.3 appliqué au couple (f, f) nous dit que
(IdE + ﬁ) o (IdE + ﬁ/) =Idg.
De facon analogue, on a
(IdE + ﬂ/) o (IdE + 5) = Idg.
Ainsi Idg + 3 est un homéomorphisme et on a (Idg + 3)~! = Idg + 3. O

4.5 Applications aux homéomorphismes de T".

Rappelons que toute application continue F' : T" — T est homotope a un unique endo-
morphisme linéaire F, : T" — T" dont on notera F} le relevement linéaire.

PrOPOSITION 4.5.1 :  Soit F' : T" — T" un homéomorphisme tel que Fy est un automorphisme
hyperbolique de R”. Alors F est un facteur F'. Plus précisément, il existe une unique application
continue H : T" — T" homotope a l’identité telle que Ho F' = F, o H.

Démontsration. Considérons la décomposition hyperbolique R" = E* @ E* de F,. Fixons un
relevement f : R™ — R" de F. On veut trouver une application continue § : R" — R’
invariantes par les translations entieres telle que

(IdRr + 5) o f = F* o) (IdRr + 5)

On peut écrire cette équation sous la forme
B=F.of '+ F. o080 f ' —Idg-.

Notons £ l'espace des fonctions § : R" — R invariantes par les translations entieres.
Remarquons que

T :E—=E
B FyofBof!

est hyperbolique avec une décomposition & = E5HEY, out £ (resp. E) est I'espace des fonctions
8 :R" — E® (resp. # : R" — E") invariantes par les translations entiéres. Puisque la fonction

F :£E—=E
B Foof! —Idg-

est constante, on déduit de la proposition 4.3.2 qu’il existe une unique application 5 € &£ telle
que
ﬁ:F*Of71+F*Oﬁofil_IdR’"a

c’est-a-dire telle que
(Idgr + ) o f = Fi o (Idr- + f3).

L’application h = Idrr+ 0 releve une application continue H : T" — T7 telle que HoF' = F.oH.
Il reste a prouver que H est surjective. Ceci peut-étre prouvé par des arguments de topologie
algébrique, ¢’est une conséquence du fait que deg(H) # 0. On a une preuve tres sunple dans le cas
ou r = 2. L’ensemble H (T2) est compact et invariant par F*, car Ho F = F, o H. L’ensemble
des points périodiques de F, étant dense, il suffit de prouver que H(T?) contient tout point
périodique Z. Ce sera le cas si H(T?) rencontre W*(z). Fixons un antécédent x € R? de Z par
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la projection de revétement 7 et remarquons que 7~ !(H(T?)) rencontre W*(z) = z + E*. En
effet 7=1(H(T?)) = h(R?) est connexe et invariant par les translations entieres. O

La proposition suivante nous dit que tout automorphisme linéaire hyperbolique A de T7 est
C'-structurellement stable : si F est un difféomorphisme proche de A en C'-topologie, alors F
est conjugué a A. En d’autres termes, il existe € > 0 tel que F' est conjugué a A si

sup d(F(2), A(®)) < ¢
ZETT
sup d(F~1(2), A(8)) < ¢
zeTT
sup |[DF(z) — Al <e
zETT
sup |[DF1(z) - A7 <e.
z€Tr

En fait, on a résultat plus précis :
PROPOSITION 4.5.2 1 Soit A un automorphisme linéaire A-hyperbolique. Notons E = E*® E“

la décomposition hyperbolique de A et considérons une norme adaptée || ||. Soit F : T — T"
une application de classe C-telle que

1

sudea?,Af <eg=- min |k,
s d(F(E), A@) <02 = min 1]

sup |[DF(Z) — Al| < e1 = min(||A7Y71 1= \).
zeTT

Alors F est un difféomorphisme de classe C' et il existe un unique homéomorphisme homotope
a lidentitée H : T" — T" tel que Ho F = Ao H.

Démonstration. On sait que la condition

sup d(F(7), A(7)) < e
zeTr

implique que F, = A. Fixons un relevement f : T" — T" de F. On peut écrire f = A + 1,
oy : R" — R" est une application de classe C' invariante par les translations enticres.
Commencons par prouver que f (et F') sont des difféomorphismes. Pour cela, énongons la version
différentiable du théoreme de point fixe avec parametre.

LEMME 4.5.3 :  Soit E et F' deux espaces vectoriels normés, F' étant un espace de Banach. Soit
®: E x F — F une application de classe CP, p > 1, telle que

sup [[D2®@(z,y)|| = A < 1.
x?y

Alors, pour tout x € E, il existe une unique solution y = 0(x) de l’équation ®(x,y) = y. De
plus, application 0 est de classe CP et on a

Dé(z) = (Idp — Do®(z,0(x))) "' o D1®(z,6(z)).
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Démonstration. Chaque application
y — ®(z,y)
est lipschitzienne de rapport A. On peut donc appliquer le théoreme du point fixe avec parametre
et obtenir une fonction 6 : E — F, ou y = #(x) est I'unique solution de I"équation ®(z,y) = y.
Pour prouver que 6 est de classe CP, il suffit d’appliquer le théoréeme des fonctions implicites &
I’équation
@(1‘7 y) —y=0

en un point (zg, #(zg)). On peut résoudre localement ’équation (car Idp — Do ®(xq, 0(x¢)) est
inversible) et obtenir une fonction 0 de classe CP définie sur un voisinage de zo. Mais cette
fonction n’est rien d’autre que la restriction de 6 a ce voisinage. O

LEMME 4.5.4 :  L’application f = A+ est un difféomorphisme de classe C*.

Démonstration. Remarquons que

f@) =y Al) +y@) =y z=A""(y) — A oy(a).
La fonction
O (z,y) = AN (y) — AT oy(a)

est de classe C! et chaque application partielle 2 +— ®(z, y) est lipschitzienne de rapport ||A~Y||e
puisque

sup | Da®(z, y)|| = A~ |e < 1.

z7y

Utilisant le lemme 4.5.3, on obtient une fonction # : E — E de classe C' telle que

f) =y e x=0().
Ceci signifie que f est un difféomorphisme de classe C*. O

La proposition 4.4.1 nous dit qu’il existe un unique homéomorphisme h : R" — R" tel que
ho f = Aoh et tel que h—IdRr soit borné, la proposition 4.5.1 qu’il existe une unique application
continue A : R" — R telle que ho f = Ao h et telle que soit h — Idgrr soit Z"-périodique. On
en déduit que h = A’ releve un homéomorphisme H de T? homotope & I'identité. O

4.6 Le théoreme d’Hartman-Grobman.
Le théoreme d’Hartman-Grobman est un résultat de conjugaison locale :

THEOREME 4.6.1 :  Soit f : U — R” une application de classe C' définie sur une partie ouverte
U de R" ayant un point fize xq tel que la différentielle T = D f(xo) est un automorphisme hyper-
bolique. Alors il existe un voisinage V. .C U de xq, un voisinage W de O et un homéomorphisme
h 'V — W tel que tout pour tout x € V', le point f(x) appartient a V si et seulement si T'(h(x))
appartient a W et dans ce cas, on a f(z) = h~ (T (h(z))).

Démonstration. Quitte a conjuguer f par une translation, on peut toujours supposer que xg =

0. Le théoreme est une conséquence du théoreme 4.4.1 et du lemme d’extension suivant, si on
choisit ¢ assez petit.
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LEMME 4.6.2 :  Pour tout € > 0, on peut construire une fonction f :R" — R telle que :
i) f et f coincident sur un voisinage de 0;

ii) f— T est bornée et lipschitzienne de rapport €.
Proof. Considérons la fonction n : R — R ou
0 six <1,
nx) =<1 sixz > 2,
x—1 sizell,?2]

en remarquant qu’elle est lipschitzienne de rapport 1. Fixons «q tel que B(0,2ag) C U. Pour
tout € > 0, on peut trouver a < ag tel que pour tout = € B(0,2«a) on a

|Df(w) - 7] < 3.

ce qui implique que pour tous z et y dans B(0,2«) on a
€
IF (@) = T() = fy) + T < Iz —yll.

En posant y = 0, on obtient
€
1F(2) = T(@)ll < Izl

foy = (10 (B0)) s+ (1) 700,

ll=ll
«

Definissons

Cette formule a un sens car 1 —n ( ) s’annule si ||z|| > 2«. Posons

ll=ll
«

plo) = Flo) - Ta) = (1= 0 (21)) (@) - T(@))

L’application ¢ est bornée et s’annule hors de B(0,2a). Prouvons qu’elle est lipschitzienne de
rapport €. Fixons = et y dans R". Si ||z] > 2a et ||y|| > 2, on a

le(x) = (y)ll =[]0 = 0] = 0.

Si||lz|| <2aet ||y > 2, on a

o) =) = o) = (n (1) =y (1)) (50 - 7o)

(6 «

et donc

o) — o)l = o (1) = (B 7o) - pogy < L2 gy

« 4

Silz|| <2aet ||y <2, on a

o)—et) = (1= (21)) s@ -0 -r@+ 760+ (o (L) =0 (1)) ) -7

et donc
|z — y|| 26

< — Yl
=2 <eflo—y

le(@) — oWl < <l -yl +
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Remarque. On peut légerement modifier le raisonnement en choisissant une fonction lisse 7
vérifiant

n(z) =0 six <1,
n(x) =1 siz > 2,
0<7n(x)<2 sizell,?2
et une norme euclidienne || ||. On en déduit que si f est de classe CP, il en est de méme de .

4.7 Le théoréme de la variété stable.

On va énoncer un autre théoreme local, qui est complémentaire au théoreme d’Hartman-
Grobman. Commencons par 1’énoncé suivant :

ProprosiTION 4.7.1 : Soit T : E — E un endomorphisme A-hyperbolique d’un espace de
Banach E, ou E = E®* @ E" est la décomposition hyperbolique et || || une norme adaptée. Soit
¢ : E — E une fonction bornée et lipschitzienne de rapport e < eg = 1 — X vérifiant p(0) = 0.
Si on note f =T + ¢, alors l'ensemble W*(0) des points x € E tels que la suite (f"(x))n>0 est
bornée est la graphe d’une fonction ¢ : E° — E" qui est lipschitzienne de rapport (A +¢) (on
identifie ici E et E* x E*). De plus, f est lipschitzienne de rapport A\ + ¢ sur ce graphe et on a
donc
Wé0)={xze E | lim f*(z)=0.}
n— 00

Démonstration. Fixons r €]\ + ¢, 1] puis définissons 'ensemble £ des suites x = (x5, )n>0 dans
E telles que la suite (r~"x,),>0 est bornée. C’est un espace de Banach quand on le munit de la
norme

]| = sup 77" |z ]|.
n>0

On a une décomposition & = E* @ E° @ EY, ou &° est 'espace des suites z = (x,)p>1 dans E*
telles que la suite (r~"zy)n>1 est bornée et £ est 'espace des suites © = (1 )n>0 dans E* telles
que la suite (r~"zy)n>0 est bornée.

A chaque suite (x;)nzo = (2}, + z¥)p>0 on peut associer deux suites (y;)n>1 et (y¥)n>0 en
posant

Yng1 = [ (ay, zy) = T°(a3) + ¢° (27, )
Y =y + (T apy — (a5, 2p) = (TN ah i — (25, 73))
Remarquons que si (75)n>1 €t (J2)n>0 sont associées a une autre suite (Zp)n>0 = (T8 + T4 )n>0,
alors
[9ns1 = Ungrll < A+ e)llzn — Znl|
yn = Tnll < Mzns1 — Zpiall + Aellzn — Zn |-

Comme les deux suites associées a la suite nulle sont les suites nulles, on en déduit que (yﬁ)nzl IS
&% et (Y )n>0 € €. On a donc défini une application

O E~NEXEXE - ExE
D : - Ate
Cette application est lipschitzienne de rapport ——. En effet,
T

Ate .
|z — Z

e e e O ] 1 B
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et
A+e

P Y = Gl < AerT g = Znll £ ArT [0 = Tpga || < (Ae ) = 7] < [l — |-

€
Puisque < 1, on peut appliquer la version & parametre du théoréme de point fixe (théoreme

r
4.3.1) : pour tout z§ € E*, il existe 0(zj) € £% x E, uniquement défini et dépendant contintiment
de x§, tel que §(z) = P(z,0(xf)). En écrivant

0(25) = ((0n(25))n=1, (05(25))n>0) ,

on obtient
Ty = (@5, 2n), wp = fU(5, ).

En d’autres termes, le théoreme nous dit que pour tout zj, il existe un unique point z§ =
0y (z§) € E™ tel que la suite (f"(zf,x§))n>0 appartient & € et de plus la fonction ¢ = 6 est
continue. Si on prend r = 1, on en déduit que I’ensemble des points x dont 'orbite positive est
bornée est le graphe de 9. De plus la suite (r~" f™(x))n>0 est bornée pour tout r > A+ ¢, ce qui
implique que lim, 4 f"(x) = 0 si la suite (f"(z))n>0 est bornée. Prouvons maintenant que
0 est lipschitzienne de rapport (A + ¢€), ce qui impliquera une propriété analogue pour . Si on
pose r = 1, on obtient

16(z5) — 0(z) |l = [[@(25, 0(5)) — (25, 0(%5)) |
< (A4 &) max(||zg — 5[, [|6(x5) — 0(Z5)]]
ce qui implique que
16(x5) — 6(F)[| < (A + &)l — 5]

Il reste a prouver que la restriction de f au graphe de ¢ est lipschitzienne de rapport (A + €).
Pour cela, notons que

1f (2, (5)) = f(@5, L (@I = [ (25, ¢ (25)) — f(@5, (@)
< Alag — 25| + el (25, ¢ (25)) — (26, ¥ (25))
< A+ o)l () — (6, (@)l

On peut améliorer le résultat

PROPOSITION 4.7.2 1 En gardant les hypothéses de la proposition 4.7.1 et en supposant de plus
que ¢ est de classe CP et que Dp(0) = 0, on peut montrer que ¢ également de classe CP et
vérifie Dip(0) = 0.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la version différentiable du théoreme de point fixe avec
parametre (Lemme 4.5.3). II faut donc prouver que la fonction ® introduite dans la preuve

. . . Ate .
précédente est de classe CP. Elle vérifiera nécessairement || D®(z)|| < —— puisqu’elle est
r

lipschitzienne de rapport % Il n’est pas difficile de voir qu’il suffit de prouver que

F E€E—=E

(@n)n>0 — (f(zn))nz0
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est de classe CP. On doit nécessairement supposer que r < 1 (sinon, c’est faux). On va se limiter
a prouver quelle est de classe C! et que la différentielle en = = (z,,),>0 est la fonction

L. E—E
(hn)nz0 = (D f(zn)-hn)n>0 .

Notons que cette application est bien définie car lim, 1~ x, = 0, ce qui implique que la suite
(D f(zn))n>0 est bornée. Ecrivons

F(n+ hn) — f(@n) = Df (@n) on = /01 (Df(2n + the) — Df(2n)) . I dt.

Supposons que ||h]| < 1 et fixons € > 0. Il existe un entier N > 0 tel que pour tout n > N et
tout t € [0,1], on a || D f(zy, +thy) — Df(xy,)| < e. De plus, il existe n € (0,1) tel que si [|h]| < 7,
alors pour tout n < N et tout ¢ € [0,1], on a ||Df(xy, + th,) — Df(x,)|| < e. Ainsi, si ||h] <7,
alors

1 (x+h) — () — L] < ellhl]

ce qui signifie que f est différentiable en x et que D f(z) = L.

On peut calculer D (0) directement. On peut utiliser également I’argument suivant. Puisque

V(7 (@, 9(2”)) = f4 (2% (7))

et
Y(x®) = DY(0). 2° + o(x?®)
fi@® Y(x®) =T 2° + o(x?) ,
[U@* (@) = T (@) + o(a®) = T* 0 D(0). 2* + o(a”)

on sait que

Dy(0) o T%. 2° = T" o D(0). 2° 4+ o(x®),

et donc que
D(0) o T? =T" o D(0),

ce qui implique
Dy(0) = (T*)" o Dy(0) o (T7)",

for every n > 0. En faisant tendre n vers 400, on obtient D1(0) = 0. O
Enon(;ons maintenant le théoreme de la variété stable locale :

THEOREME 4.7.3 :  Soit f : U — R" une application de classe CP, p > 1, définie au voisinage
d’un point fize xo. On suppose que D f(xo) est A-hyperbolique, A € (0,1), on note R" = E*® E*
la décomposition hyperbolique et on considére une norme adaptée || ||. Fizons X' €]\, 1. Alors,
il existe 6 > 0 tel que ensemble W3 (xo) des points x € U vérifiant || f™(x) — x| < 6 pour tout
n > 0 est le graphe d’une fonction de classe CP

W : oz + (E N B(0, 5)) — E*NB(0,0)
vérifiant

¢($0) =0, D¢(l‘0) =0.
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De plus, pour tout xg € Wi (o) et tout n >0, on a

1£7 () = @oll < A"l — 0.

Démonstration. On peut toujours supposer que xg = 0. D’apres la remarque qui suit le lemme
4.6.2, on sait qu’il existe une application f : R™ — R"™ de classe CP qui coincide avec f au
voisinage de z, tel que f — Df(0) est lipschtizienne de rapport (A — ). Soit v : ES — Ev
I’application donnée par la proposition 4.7.1. Si § > 0 est assez petit, f et f coincident sur la
boule B(0,6) de E. Définissons maintenant ¢ comme la restriction de ¢ & la boule B(0,48) de
E*. O

Remarques. L’ensemble W3 (xg) est appelée la variété stable locale de x(. Dans le cas ot les
valeurs propres de D f(xg) ont toutes un module < 1, alors W (zg) = B(zo,d). Dans ce cas, on
dit que xg est un puits ou un point fize attractif : tout point d’un voisinage de x est attiré par ce
point. Dans le cas ou D f(z) est un automorphisme hyperbolique, alors f est un difféomorphisme
local et on peut définir de fagon similaire la variété instable W' (x) de zo. Les ensembles W3 ()
et W§'(zo) sont des sous-variétés de dimensions complémentaires (respectivement de dimensions
dim(E®) et dim(E")). Elles sont tangentes a E° et & E* en x( et ne s’intersectent qu’en ce point.
Dans le cas ol les valeurs propres de D f(xg) ont toutes un module > 1, alors W' (zg) = B(xo, 9).
Dans ce cas, on dit que xg est une source ou un point fixe répulsif.

Nous allons conclure cette section avec le théoreme de la variété stable globale :

THEOREME 4.7.4 :  Soit f : M — M un difféomorphisme de classe CP, p > 1, sur une variété
M qui five xo. Supposons que Ty, f est hyperbolique et que Ty, M = E*@® E" est la décomposition
hyperbolique. L’ensemble

Wiao) = {r € M | Tm_f'(x) =0}

est l’image d’une immersion injective 0° : E* — R de classe CP telle que 6°(0) = xq et telle
que Tp0?® est Uinclusion 1° : B° — T M. On Uappelle la variété stable de xo. L’ensemble

Wilz) = {z € M | lim_f7"(@) =0}

est 'image d’une immersion injective 8% : E* — R de classe CP telle que 0“(0) = x¢ et telle
que Tp0" est Uinclusion i : EY — T, M. On Uappelle la variété instable de zg..

Démonstration. On suppose que Ty, f est A-hyperbolique et on considére une norme || || adaptée.
On munit M d’une structure riemmannienne et on note ® : 7, M — M I'application exponen-
tielle. C’est un difféomorphisme entre un voisinage de 0 dans T, M et un voisinage de o dans
M tel que Tp® = Ideo M- Ainsi, il existe un difféomorphisme f : TpoM — Ty, M de classe CP
qui coincide avec ®~! o f o ® sur une boule B(0, ), et telle que f- Ty, f est lipschitzienne de
rapport A’ — \. Soit {/; : B% — E" Dapplication introduite précédemment. Pour tout x € E?,
il existe n > 0 tel que ||f™(z,¢(x))|| < 8. Posons O(zx) = f~™(®(f™(x,7(x)))) et remarquons
que 0(x) ne dépend pas de l'entier n. Remarquons également que 6 est de classe CP, est une
immersion injective et que son image est exactement W#*(zp). On fait la méme chose pour la
variété instable.
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Remarques.

i) Dans le cas ou ¢ est un puits (resp. une source), 'ensemble W#(zq) (resp. W*(z)) est une
partie ouverte connexe appelée bassin d’attraction (resp. basin de répulsion ) de xg.

ii) Les variétés W*(xg) et W"(zo) peuvent s’intersecter en un point différent de xg, comme on
I’a a vu dans le cas des automorphismes hyperboliques de T".

ii) Soit f un diffSomorphisme de classe C! d’une variété M et zg un point périodique de f,
de période ¢. On dira que zq est hyperbolique si Ty, f? : Ty, M — T,,M est hyperbolique. On
peut appliquer le théoreme de la variété stable a f9. Les ensembles W*(zq) et W"(z) vérifient
les propriétés suivantes

Wao) = {z € M | lm_d(f(z), f"(x0)) = O},
We(zo) = {z € M | lm_d(f™"(z), /" (x0)) = O}.

4.8 Ensembles hyperboliques

Soit f un difféomorphisme de classe C' sur une variété lisse M munie d’une métrique riem-
manienne. On dit qu'une partie compacte invariante X est hyperbolique s’il existe pour tout
point z € X une décomposition E(z) = E*(z) @ E*(x), un réel < 1 et une constante C' > 0
tels que

- pour tout v € E*(x) et tout n > 0, on a ||Tf"(z).v]| < Cu"||v] ;
- pour tout v € E%(x) et tout n >0, on a ||T'f~"(z).v]| < Cp"||v|.

Il n’est pas difficile de voir que cette condition est indépendante de la structure choisie et que
les fonctions = +— E®(x) et  — E"(x) sont continues. En particulier la dimension des espaces
stables et instables est localement constante (mais pas nécessairement constante). L’exemple le
plus simple est celui d’une orbite périodique hyperbolique, mais nous avons vu également les
automorphismes hyperboliques du tore, ot le tore tout entier est hyperbolique. Nous en verrons
d’autres plus loin. Il n’est pas difficile de voir qu’il existe une borne inférieure uniforme a ’angle
formé par E*(z) et E*(z). On peut également montrer que f|x est expansif. Le résultat qui suit
permet de définir les variétés stables et instables d’un point de X.

THEOREME 4.8.1 : Soit f : M — M wun difféomorphisme de classe C' et X une partie
compacte invariante hyperbolique. On suppose que chaque ensemble E*(x) est de dimension rg
et chaque ensemble E"(z) de dimension r,. Choisissons § > 0 assez petit et définissons, pour
tout x € X, les ensembles

Wige(r) ={y € M |n > 0= d(f"(y), ["(z)) <4}

et
Wice(w) ={y € M[n>0=d(f"(y), [ "(x)) < d}.

i) Chaque ensemble W*(z) (resp. W¥(x)) est l’image d’un plongement de classe C' de la boule
euclidienne unité Bys de R™ (resp. Byu de R™" ) valant x en 0, qui dépend continiment de x pour
la C'-topologie (i.e. pour la convergence uniforme du plongement et de l’application dérivée).
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ii)  Pour tout ' €)p, 1], il existe une constante C > 0 tel que
y € Wige(z) = d(f"(y), f*(x)) < Cp™ si n>0

et
y € Wino(x) = d(f"(y), f"(x)) < Cpu™ si n>0.

iii) Pour tout x € X les ensembles
W) = {y € M| lim_d(f"(y), /"(x)) = 0}

et
Wite(@) ={y € M| lim_d(f™"(y), f"(x)) = 0}

sont des plongements de classe C' de R et on a

= U (@), W)= {J ffWie(f"(2)))

n>0 n>0
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CHAPITRE 5 : PARTITIONS DE MARKOV

On va étudier dans cette section des systemes dynamiques qui sont facteurs de décalages de
type fini. Ce n’est pas toujours le systeme dynamique qui apparait comme facteur, mais souvent
la partie dynamique la plus intéressante, comme par exemple la restriction a I’ensemble des points
non errants. La situation se présente généralement ainsi. On se donne un systéme dynamique
topologique T' : X — X. On écrit X = (J;c; i; comme réunion finie de parties fermées dont
les intérieurs sont mutuellement disjoints. Une suite i = (i,)n>0 € I code I'orbite d’un point
x € X, st T"(z) € R;, pour tout n > 0. Une “bonne” décomposition est une décomposition
pour laquelle, pour tout i = (in)n>0 € IN Uensemble H(i) = (507 "(R;,) contient au plus
un point. Dans ce cas, ’ensemble Z des suites i pour lesquelles H7(1) est non vide est invariant
par le décalage o, et il est fermé si X est compact. Si on écrit H(i) = {h(i)}, on obtient une
semi-conjugaison h : Z — X de 0|z a T. Remarquons que si T : X — X est expansif et si
X est compact, alors toute décomposition formée de parties fermées de diametre suffisamment
petit est une bonne décomposition. Une bonne décomposition est intéressante si la dynamique
sur Z peut étre décrite précisément. Nous verrons plusieurs cas ou Z est ’ensemble

Xa={i= (ix)ken € {1,... ,p}z | Aiy iy, = 1 pour tout k€ Z}.

définie par une matrice carrée A = (A;;);; d’ordre p a coefficients égaux & 0 ou 1 et ou T'
est donc un facteur d’un sous-décalage de type fini. On a dans ce cas une décomposition (ou
par abus de langage partition) de Markov. Un exemple-type est la partition de Markov T! =

Uo<i<p ([%, %] + Z) qui est associée T' : x — px. Ici, c’est le décalage sur {1... ,p}N qui code
les orbites de T'. Bien str on peut définir de méme des partitions de Markov pour des systéemes

inversibles avec codage dans IZ.

5.1 L’application logistique
La famille logistique (f\)a>0 est définie ainsi :

N :R—R

x = Az(l —z).

Commengons par énoncer certaines propriétés simples. Remarquons d’abord que tout point a au
plus deux antécédents, que 0 est un point fixe de f) et que 1 est envoyé sur ce point fixe. Notons
aussi que [0, 1] est positivement invariant si et seulement si 0 < A\ < 4. Dans le cas ou A > 1,
remarquons que si < 0, alors la suite (f}(2))n>0 est décroissante et vérifie nEIEw i(x) = —o0.

Cette derniere propriété est encore vraie si z > 1 car fy(z) < 0. L’ensemble des points d’orbites
bornées s’écrit donc
Xy =) ([0, 1]).
n>0
C’est une partie compacte incluse dans [0, 1], égale & cet ensemble si A € [1, 4] et non connexe si
A > 4. Tout point z ¢ X, vérifie lirf (x) = —oc.
n—-+0oo

Le cas le plus intéressant est le cas ol A < 4, il y a une tres grande richesse de dynamiques
possibles, c’est une famille étudiée par grand nombre d’auteurs. Dans le cas, ou A = 4, on peut
montrer que fy|j ] est un facteur du décalage de Bernouilli sur {0, 1} & ’aide de la partition
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de Markov {[0,1/2],[1/2,1]}. Le cas A > 4 est encore plus simple car on peut montrer, a I’aide de
la méme partition de Markov, que fy|x, est conjuguée au décalage. Nous allons en donner une
preuve dans le cas o1 I > 2 + /5. Dans cette situation, on aura |f}(x)| > 1 pour tout = € X.

PROPOSITION 5.1.1 :  Supposons que A > 2 + /5. Pour tout i = (in)n>0 il existe un unique
point x = h(i) € X tel que pour tout entier n >0 on a :

{0 < f(x)

<
3 < fle) <

Lapplication h est un homéomorphisme de {0, 11N sur Xy = M, /5 "([0,1]) qui induit une
conjugaison entre le décalage de Bernouilli o et fy|x, .

Démonstration.. Les solutions de 'équation f(z) = 1 sont

1o .1
2 4 N
On en déduit que f71([0,1]) = Ag U A; ot
1 1 1 1 1 1
Ao= 0,2 —/>— |, Ar=|z44>-21
° [’2 4 )\]’ T2V )\’]

Remarquons maintenant que le minimum m de |f’| sur Ag U A; est donné par
1 1 1 1 1 1
T R S T S
"= <2 4 )\) f (2 Vi /\>

szAy/i—%zx/A2—4)\>\/(2+\/5)2—4(2+\/5):1.

Fixons i = (ip)n>0. On en déduit que, pour tout N > 0, Pensemble (Ng<,,<n [~ (A;,) est un
intervalle de longueur < m~". Ceci implique que ,>¢ f "(4;,) est réduit & un point h(i).
L’application h est évidement injective et induit une bijection entre {0, 1} et X\ (qui est un
ensemble de Cantor). Elle induit une conjugaison entre o et f\|x, . O

Ainsi,

Remarque. On a une conclusion analogue si A > 4 mais la preuve demande un outil plus
sophistiqué : la dérivée schwarzienne.

5.2 Le fer a cheval de Smale

On va décrire un exemple géométrique di a S. Smale. Soit R = [a, b] X [, d] un rectangle de
R2? et f: R — f(R) un difféomorphisme tel que :
- f(R)NR est la réunion de deux rectangles verticaux Ry = [ag, bo] X [¢,d], R1 = [a1,b1] X [¢, d]
ona<ay<by<ar <by <b;

f~Y(R)NR est la réunion de deux rectangles horizontaux f~1(Ry) = [a, b] x[co, do], f 1 (R1) =
[a,b] X [c1,d1] ot e < ¢p < dp < 1 <dy <dj
- il existe A < 1 < pu tels que f| F-1(Ry) st une application affine dont la partie linéaire
est (z,y) — (Az,py) et flr-1(r,) une application affine dont la partie linéaire est (z,y)
(—Az, —py).
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Si on veut construire un difféomorphisme global, on écrit Dy pour le demi-disque en dessous
de son diametre [a,b] X {c} et D; pour le demi-disque au dessus de son diametre [a,b] x {d}.
On note D le disque topologique D = Dy U Dy U R et D’ ’adhérence du complémentaire de D
dans la sphere de Riemann S = R? LI {co}. On suppose que f est un difféomorphisme défini sur
S qui vérifie les propriétés supplémentaires suivantes :
- f(Do) CInt(Dy) et N0 f"(Do) = {20}, ot 2o est un point fixe de type puits ;
- f(D) C Int(D) and )5 f~™(D’) = {00} olt 0o est un point fixe de type source.

Sous ses hypotheses remarquons que f(D1) C Dy. Ainsi les points z € D qui ne sont pas
attirés par zg sont les points z € D dont l'orbite positive reste dans R, c’est-a-dire ’ensemble
Ni>o f ~k(R). De méme, ’ensemble des points z € R qui n’appartiennent pas au bassin répulsif
de 0o est <o fF(R).

Remarquons que pour tout n > 1, 'ensemble (Ng<p<, f~*(R) est la réunion de 2" rectangles
horizontaux de largeur p="(d — ¢) et, par conséqu_en_t que >0 f7*(R) est un ensemble de
Cantor de segments horizontaux. De méme, pour tout n > 1, I'ensemble No<ren JE(R) est la
réunion de 2" rectangles verticaux de largeur \"(b — a) et Ny>o f*(R) un ensemble de Cantor
de segments verticaux. En conclusion, I'ensemble invariant maximal contenu dans R, & savoir
X = Nez f7*(R), est un ensemble de Cantor. Remarquons que f|x est conjugué au décalage
bilatéral o sur {0,1}% par ’homéomorphisme

he(inkez — () £ (Ri,).-
kezZ

La décomposition { Ry N X, Ry N X} est une partition de Markov de f|x.

On en déduit alors immédiatement les résultats suivants :
- L’application f|x est topologiquement transitive.
- Les points périodiques sont denses dans X ainsi que dans Q(f) = X U {z0} U{o0}.

- Pour tout point z = (z,y) € X le segment W _(z) = [a,b] x {y} est formé de points 2’
vérifiant limg_, oo d(f*(2'), f¥(2)) = 0 et le segment W (z) = {2} x [¢,d] formé de points 2’
vérifiant limy,_._ o d(f*(2'), f¥(2)) = 0.

- Il y a quatre points fixes de f ; un puits en zp, une source en oo, deux points de type selle
dans X.

- Il'y a 24 2" points fixes de f™. Excepté zg et 0o, tous les autres points sont de type selle et
on a W#(2) = Upso [ TF(WE.(2)) et W¥(2) = Upso [P (W (2))-

- Pour tout point périodique de type selle z, les variétés W*(z) et W*(z) ont une intersection
transverse en une infinité de points z. Si 2’ est un autre point périodique de type selle, il en est
de méme de W#(2) et W¥(2').

- L’entropie topologique de f vaut In2, c’est I'entropie h,(f) d'une unique mesure de proba-
bilité, celle-ci est la limite, pour la topologie faible®, des mesures équidistribuées sur les orbites
périodiques.

- L’ensemble X est hyperbolique de méme que Q(f) (puisqu’on ajoute & X un puits et une
source).

5.3 L’application de Hénon
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Nous allons voir maintenant un exemple explicite ou apparait un fer a cheval de Smale. La
famille de Hénon (fp,c)pej0,1],ccr est une famille de diffSomorphismes du plan définie ainsi :

fre : R — R?
(2,y) = (2° + ¢ — by, z).
Remarquons que la réciproque de f . est
f,;cl :R? > R?

2
Yy —x+c
(x,y)H(y,T).

Cette famille est également extrémement riche du point de vue dynamique. La-encore nous allons
nous intéresser a une situation simple.

Remarquons d’abord que le jacobien de f = f; . est constant égal a b. Ceci implique que
f préserve l'orientation. Dans le cas ou b = 1, le difféomorphisme f préserve la mesure de
Lebesgue ; dans le cas ou b < 1, au contraire f “diminue les aires”. Remarquons que (2, Y )kez
est une orbite de f si et seulement si

mz +c=2p+1 +brp—

et
Yk = Tp—1-

En particulier, les orbites bornées de f correspondent aux orbites bornées (xy)rez définies par
la premiere relation de récurrence.

PROPOSITION 5.3.1 : Les conditions suivantes sont équivalentes :
1

- c > Z(l + b>2 5

- f n’a pas de point fixe ;

- pour tout point z € R?, on a limy_+o || fF(2)| = +o0.

Démonstration.. L’existence d’un point fixe est équivalent a ’existence d’une solution réelle a
Péquation (x) :

2? +c= (1+b)z,
1
et donc & 'inégalité ¢ < - (1 + b)2.

Pour montrer la proposition, on doit prouver qu’en I'absence de solution réelle a ’équation
(%), alors pour toute suite (xy)rcz telle que

:1;% +c=xk41 +brp_1,
on a limg_. 4 2| = +00. Remarquons que
(1 +b)|ak] < zp + ¢ = xpe1 + by,

et donc que
xp < |zk| < max(xg_1, Tpt1)-
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Si la suite (zx)rez est décroissante (resp. croissante) a partir d’un certain rang, on a nécessairement
limy_ 4 oo x = —00 (resp. limg_, 4 o T = +00) puisqu’il n’y a pas de solution réelle a 1’équation
(%). Si la suite (xf)kez n’est pas décroissante, il existe kg tel que zx,—1 < zk,. On en déduit alors
que la suite (zy)g>k, est croissante. On montre de la méme facon que limy_,_o |21 = +00. O

Remarque. Un résultat de Brouwer affirme qu’un homéomorphisme du plan f qui préserve
I'orientation et qui n’a pas de point fixe, n’a que des points errants. On en déduit en particulier
que pour tout z € R, on a limy_,+ || f*(2)| = +oo.

1
PROPOSITION 5.3.2 :  Supposons que ¢ < Z(l +b)? et posons

1

M
2

<1+b+ (1+b)2—4c).

Fizons z € R2%. Trois cas sont possibles :
k() € [-M, M)? pour tout k € Z;

- limppoo [ fR(2)]] = +oo;

- limp oo | fR(2)]] = +oo.

Démonstration. Remarquons que si |zg,| > M, alors on a

Ly < |$k0| < maX($k0_1,$k0+1) < maX(|xko—1’7 ‘xk0+1|)7

car
2
(1 + b)]mk()] < T, €= Ty + bxko,l.
Comme précédemment, on en déduit que la suite (|xg|)r>k, est strictement croissante et vérifie

limy .y |xx| = 400 ou alors que la suite (|zg|)r<k, est strictement décroissante et vérifie
limg oo |2| = F00. |

En particulier, si ¢ < 0, 'ensemble des points d’orbites bornées est la partie compacte
invariante

X =) /(=M M)

keZ

Cette partie est non vide puisqu’elle contient un point fixe, et tout point z ¢ X vérifie
lim || f*(2)|| = +o0 ou lim | f*(2)|| = +oc.
k—-+o00 k——o0

Nous allons voir que si ¢ est suffisamment petit, la dynamique sur X se décrit par une partition
de Markov

PROPOSITION 5.3.3 1 Supposons que ¢ < —10. Alors f|x est conjuguée au décalage de Bernouilli
o sur {—1,+1}2 par la partition de Markov {X N [—M,M] x [-M,0], X N [-M, M] x [0, M]}.
De plus, X est hyperbolique et tous les points périodiques sont de type selle.

Démonstration. On considere l'espace métrique complet (B,d) des suites x = (xy)kez dans
[—M, M] muni de la distance

d(x, %) = sup|ay — o
keZ
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Remarquons que pour toute suite x = (xj)kez dans B, on a
Tpy1 +bxp_y —c < (1+D)M —c= M?

et
Tpi1+brg 1 —c>—-M(1+b)—c

> -2M — ¢

—(14b) —\/(1+b)2—4dc—c
> -2—+4—4c—c
> 2 V44410 =0a® > 1.

En particulier, pour toute orbite bornée (xy,yx)rez de f, on a |zx| > « et |yx| > « pour tout
keZ.

Pour tout € = (e)rez € {—1,1}%, on définit une application

o, : BB

XYy

Yk = €k\/fck+1 +brp_1 —c.

C’est une contraction puisque

Tpyr +brp_y — ) —blag
Vg1 + b1 —c+ \/ad€+1 +bx)_, —c

2||x — x|
20

/ /
Ek\/$k+1 4+ brp_1—c— €k\/55k+1 +bxy_| —c|=

<

pour tous x et X' dans B. Ainsi, ®. a un unique point fixe.

Posons R_; = [-M,0] x [-M,M] et Ry = [0, M] x [-M, M]. On a montré que pour tout
e = (k)kez, Uensemble Nz fF(R.,) est réduit & un unique point h(e), et que l'orbite d’un
tel point ne rencontre jamais la bande [—1,1] x [-M, M]. De plus, I'image de h est exactement
X. 1l est facile d’en déduire que h est un homéomorphisme de {—1,1}% sur X qui conjugue o &

flx.

Pour prouver que toute orbite périodique est un point selle, munissons R? de la norme
(z,y) = max(|z|,|y|) et considérons la matrice jacobienne

2z b
Fixons (x,y) € X puis un vecteur (u,v) tel que |u| > |v|. Si (v/,v") = Df(x,y).(u,v), alors
'] = (20 = 1)]ul = [v/]

et donc
1(u, )] = || > (2a = D]u| = (22 = 1)]|(u,v)].

On a montré que le cone d’équation |v| < |u| est envoyé dans son intérieur par toute matrice
Df(z,y), (z,y) € X, et que Df(x,y) dilate la longueur d’un vecteur dans ce cone par un
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coefficient multiplicatif > 2a—1. Si z est un point périodique de période ¢, on sait que D f9(z) =
Df(f77Y(z)) o ... o Df(z) envoie le cone d’équation |v| < |u| dans son intérieur et dilate la
longueur d’un vecteur dans ce cone par un coefficient multiplicatif > (2ac — 1)9. Ceci implique
que l'une des valeurs propres A de Dfi(z) vérifie |\| > (2a — 1)? > 1. L’autre valeur propre,
notée pu, vérifie |u| < (2 —1)77 < 1 car |A||pu| = b7 < 1. On démontrer plus généralement que
X est hyperbolique. O

Un bon exercice est de dessiner 'image de [—M, M]? par f et d’essayer de comprendre ce
qui se passe.
5.4 Automorphismes hyperboliques du tore

On va voir comment construire une partition de Markov pour les automorphismes hyper-
boliques du tore T”. Commencons par I'exemple classique de 'automorphisme A de T2, défini
par "automorphisme linéaire A dont la matrice dans la base canonique est

(1)

, I’espace vectoriel stable est la droite E® d’équation

Les valeurs propres de A sont

_ —1-v5 ~1+5

5 x, l'espace vectoriel instable est la droite E* d’équation y = T:ﬂ Les

ensembles stables et instables d’un point z € R? sont les espaces affines correspondant z + E*
et z + E".

On se donne deux rectangles Ry et Ry de R? dont les cotés sont formés d’ensembles stables
et instables. Les segments stables de Ry sont inclus dans E® et (1,1) + E*, les segments instables
dans E* et (1,0) + E*. Les segments stables de Ry sont inclus dans (0,1) 4+ E* et (1,1) 4+ E®, les
segments instables dans E" et (1,1) 4+ E*. La projection 7 : R? — T? est injective sur Ry mais
pas sur R;. Cependant, elle est injective sur la réunion des deux intérieurs. Les images de Ry
et Ry sont des parties fermées d’intérieur vide qui recouvrent le tore. Les sommets se projettent
en quatre points distincts.

Puisque A~ envoie (0,0) sur (0,0), (1,0) sur (1,—1), (0,1) sur (—1,2) e t (1,1) sur (0,1),
on peut dessiner A~1(R;) et A71(Rz). On va construire notre decompos1t10n (Si)1<i<s en gar-

dant les cinq rectangles naturellement définis par les ensembles RinA- (R ). Chaque S; est
homéomorphe a S; par 7w ol

- les cotés de S; = Ry N A~1(Ry) sont inclus dans E*, (0,1) + E*, E*, (1,0) + E%
- les cotés de Sy = ((0,—1) + Ry) N A~'(Ry) sont inclus dans E*, (0,1) + E*, (0, 1) + E*,
(1,-1)+ E%
- les cotés de S3 = ((—1,0) + Ry) N A~1(Ry) sont inclus dans (—1,2) + E*, (0,1) + E*, E¥,
(=1,0) + E*
- les cotés de Sy = (0,—1) + Ry) N A~1(Ry) sont inclus dans E*, (0,1) + E*, (1,0) + E¥,
(0,-1) + E*;
- les cotés de S5 = (—1,0)+ R2)NA~L(Ry) sont inclus dans (—1,2)+ E*, (0,1)+ E*, (0,1)+EY,
(—1,0) + Ev.

Dans le cas ou A(Int(S )N Int(S ) # | 0, cet ensemble est I'intérieur d’un sous-rectangle A; i
de Sj qui joint les deux cotés stables de S Dans ce cas, A = A~ (Az j) est un sous-rectangle
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de §Z qui joint les deux cotés instables de §Z On pose M; ; = 1 dans ce cas et M; ; = 0 sinon.
Remarquons que

1 11 0 0

1 11 00

M=]10 0 0 1 1

11 1 00

0 0011
Considerons le sous-décalage opr sur Zyy C {1,...,5}2. Pour toute suite i = (ix)recz € Zu
il existe un unique point z = h(i) tel que ez ﬁ*k(AgmkH) = {z}. L’application h définit

une semi-conjugaison entre ojps et A. Remarquons que si z a plus d’un antécédent, son orbite
rencontre I'un des cotés de S;. Ceci implique que z € W#(0) ou z € W*"(0). Remarquons
également que les antécédents de 0 sont les trois points fixes de oyy.

Notre décomposition n’est pas vraiment une décomposition de Markov, car (\,cz Ak (5})
peut contenir plus d’un point (considérer la suite de période 2 formée de 1 et de 2). En fait
on peut construire une vraie partition de Markov avec de tels rectangles (mais il en faut plus).
Cependant la semi-conjugaison donnée par notre décomposition peut nous permettre de déduire
des propriétés dynamiques de A.

Remarquons que
3+v5\" (3-V5
2 + 2

) — 2 =|det (A" — 1d)| = §Fix(A") = §Fix(67%) — 2 = Tr(M™) — 2.

On peut vérifier que M is irréductible et apériodique, on sait donc que

3+5
5 |

h(on) =logp(M) = lim 1 In(fFix(o}yy)) = In (

n—-+4+oo N,

et par conséquent que

-~

h(A) < h(opy) =1np(A).

Expliquons pourquoi on a une égalité. Considérons une métrique || || adaptée a la décomposition
hyperbolique de A. Il existe €9 > 0 tel que pour tout z € R? I'application 7 est injective sur

3+5

toute boule B(z, () (qui est un rectangle !) et induit une isométrie locale. Notons A\ = 5

Cela implique que pour tous points 2 et 2’ dans T?

o~

max d(A'(2),A (7)) <eo = max d(A(2), AYZ)) > Md(Z,7).

—1<i<1 ie{—1,1}

o~

On en déduit immédiatement que Fix(A™) est (n,gp)-séparé, ce qui implique que

-~ 1 - 3 5
hA) > lim ~ In(#Fix(A") = In ( + f) .
n—+oo N 2
L’arugument précédent nous dit que A est expansif : il existe g9 tel que pour tous points
distincts 2 and v, il existe k € Z tel que d(T*(x), T*(y)) > £o. Cet argument peut étre généralisé
a tout automorphisme A hyperbolique du tore T". Remarquons que pour un tel automorphisme,
on a

A > lim S n(Fix(A) = Y (A

Boo 1 1<i<s
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ou A, ..., As sont les valeurs propres de module > 1. Pour montrer 'inégalité inverse, il suffit
de construire une partition de Markov de T" = U;<,<, S; par des rectangles a “cotés” dans les
espaces stables et instables et vérifiant des propriétés similaires a celles qu’on a vu plus haut et
tel que le sous-décalage de type fini op; sur Zyr C {1,...,p}?% défini par la partition de Markov
vérifie : )

lim In(iFix(o?,)) = lim ~ In(¢Fix(A"))

n—+oo n, n—+oo N

hoa) =Inp(M) = lim ~ In(Fix(o%,)).

n—+oo n

Ceci sera vrai si le nombre d’antécédents d’un point Z € T" est borné. Ce sera le cas si les
rectangles sont choisis assez petits pour définir une vraie partition de Markov. En fait on a

PROPOSITION 5.4.1 :  Pour tout € > 0, on peut construire une telle famille avec des rectangles
de diameétre < e.

Ceci implique
CORROLAIRE 5.4.2 :  Soit A un automorphisme hyperbolique de T". Alors

hA) = lim S@FixAD) = Y (A

noteen 1<i<s

ot A1, ..., As sont les valeurs propres de module > 1.

5.5 Intersections homoclines

On obtient des ensembles hyperboliques non triviaux dés qu’on a un point fixe (ou périodique)
de type selle dont les variétés stables et instables ont une intersection transverse. Plus précisément
soit zg un point périodique de type selle. Un point d’intersection homocline x1 est un point ap-
partenant a W#(xo) N W"(xg) distinct de xg. Si les espaces tangents a W*(xg) et & W"(xp) en
1 sont supplémentaires, on dit que 'intersection est transverse. Le théoreme qui suit affirme
qu’il existe des fers a cheval similaires a celui construit dans ’application de Hénon, des qu’un
point périodique de type selle a une intersection homocline transverse.

THEOREME 5.5.1 : Soit f : M — M un difféomorphisme de classe C' d’une variété M et
xg un point périodique de type selle admettant un point d’intersection homocline transverse x.
Pour tout voisinage U de x, il existe un entier N et une partie compacte X , invariante par f~
et hyperbolique, contenant un itéré de x1, qui est de type fer a cheval : la restriction fN]X est
conjuguée au décalage de Bernouilli sur {0,1}% via une partition de Markov.

On en déduit alors immédiatement les corollaires suivants :

COROLLAIRE 5.5.2 :  Soit f : M — M un difféomorphisme de classe C' d’une variété M et
xo un point périodique de type selle admettant un point d’intersection homocline transverse x1.
Alors x1 appartient a l’adhérence de ’ensemble des points périodiques de f.

COROLLAIRE 4.5.3 1 Soit f : M — M un difféomorphisme de classe C' d’une variété compacte

M et xg un point périodique de type selle admettant un point d’intersection homocline transverse.
Alors on a h(f) > 0.
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On peut construire sur des variétés de dimension > 3 des difféomorphismes sans point
périodique dont ’entropie topologique est strictement positive. 1l suffit de prendre un difféomor-
phisme f d’une variété compacte M dont ’entropie est non nulle (un automorphisme linéaire
hyperbolique de T? par exemple) puis de faire le produit, sur M x T', de f et d’une rota-
tion d’angle irrationnel. Par une construction due a M. Rees, on peut également trouver un
homéomorphisme minimal de T? dont I’entropie est non nulle. Cependant, le théoreme sui-
vant, di a A. Katok, nous dit que ce type d’exemple est impossible sur une surface des que la
différentiabilité est assez grande. Rappelons qu'un difféomorphisme f est de classe C'*¢ si f est
un difféomorphisme de classe C! et si D f est hélderienne de rapport € (c’est le cas par exemple
si f est un difféomorphisme de classe C?).

THEOREME 5.5.4 : Soit f : M — M un difféomorphisme de classe C'7¢ d’une surface
compacte M. Si h(f) > 0, alors il existe un point périodique de type selle admettant un point
d’intersection transverse.
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CHAPITRE 6 : ENTROPIE ET HOMOLOGIE

6.1 Cas des automorphismes hyperboliques du tore

Soit A un automorphisme linéaire hyperbolique de T" défini par une matrice A. On a vu
que lentropie topologique de A était égal & In|A|, out A est le produit des valeurs propres de
module > 1. S’il y a s¢ telles valeurs propres, on peut remarquer que |\| est le rayon spectral
de Pautomorphisme A% A défini sur le produit extérieur A*°(RP). On peut remarquer également
que |A| est strictement plus grand que le rayon spectral de A® si s # so. Or A*(RP) apparait
naturellement comme le s-ieme groupe d’homologie Hs(T",R) et A*A comme 'action ﬁ*’s
H,(T",R) — H,(T",R) définie par A en homologie. On a donc le résultat suivant :

PROPOSITION 6.1.1 : i A est un automorphisme linéaire hyperbolique de T", alors

h(A) = sup lnp(ﬁ*ys)

0<s<r
ol A, : Hy(T",R) — H,(T",R) est l’action induite par A sur Hy(T",R).

Si f : T" — T" est homotope a A on sait, c’est une conséquence du lemme de poursuite,

que que A est un facteur de f et donc que h(f) > h(A). On sait aussi que les morphismes A, g
et fi s coincident. On a donc le résultat plus général suivant :

PRrROPOSITION 6.1.2 : S f : T" — T7 est homotope a un automorphisme linéaire hyperbolique
de T", alors

h(f) = sup Inp(fus)

0<s<r

ot frs : H(T",R) — Hs(T",R) est Uaction induite par f sur Hs(T",R).

6.2 Conjecture de I’entropie

Au vu du résultat précédent, on peut se demander si, pour toute transformation continue
f + M — M d’une variété compacte M de dimension 7, on a h(f) > supg<,<, Inp(fss) ol
fes  Hs(M,R) — Hy(M,R) est I'action induite par f sur Hs(M,R). Expliquons pourquoi ce
n’est pas vrai. Supposons que M est orientable. Dans ce cas, dim(H,(M,R)) =1 et f,, est une
homothétie. Le rapport de cette homothétie, noté deg(f), s’appelle le degré de f. C’est en fait
un entier et on vérifie aisément que deg(fog) = deg(f)odeg(g), en particulier deg(f) € {—1,1}
si f est un homéomorphisme. L’inégalité h(f) > In(|deg(f)|) est clairement vraie si f est un
homéomorphisme mais cesse d’étre nécessairement vraie sinon. Illustrons cela sur des exemples.
L’application f : z — 22, définit une application de degré 2 de la sphere de Riemann. Tout point
de module < 1 (resp. > 1) tend dans le futur vers 0 (resp. co). L’ensemble des points non errant
Q(f) est donc formé de 0 de co et du cercle unité sur lequel f est conjugué & un endomorphisme
de degré 2. Dans ce cas on a bien

h(f) = h(facr) = In2 = In(deg(f)).
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L’application g : z +— 22/2|z|, est également de degré 2 et de dynamique trés simple, il y a
deux points fixes 0 et 0o, et toute autre orbite va de oo & 0. On a Q(g) = {0,000} et

h(g) = 0 < In(deg(g))-

La différence entre les deux cas tient au fait que f est de classe C! alors que ¢ n’est pas
différentiable en 0 et surtout en oco. En fait, on a le résultat suivant, di & M. Misiurewicz et F.
Przytycki :

THEOREME 6.2.1 : Si f est une transformation de classe C' d’une variété compacte lisse
orientable M, on a h(f) > In(deg(f)).

La différentielle joue un role important, ce qui a amené M. Shub a conjecturer :

CONJECTURE 6.2.2 :  Si f est une transformation de classe C* d’une variété compacte lisse
M, on a h(f) > supgcs<, p(frs) 0U fus : Hs(M,R) — Hs(M,R) est l'action induite par f sur
H,(M,R).

Cettte conjecture est toujours ouverte mais on sait qu’elle est vraie si f est de classe C™°.
C’est une conséquence des travaux de Yomdin qui lie I’entropie topologique a la croissance des
volumes sous ’action de la dynamique. Cependant, on a le résultat suivant de A. Manning qui
ne nécessite pas de condition différentiable.

THEOREME 6.2.3 : Si f est une transformation continue d’une variété compacte M, on a
R(f) >Inp(fi1) ot fu1 : Hi(M,R) — Hi(M,R) est l'action induite par f sur Hi(M,R).

Démonstration. On munit M d’une structure riemmanienne. On note alors ||o|| la longueur d’un
chemin o et d la distance naturellement définie sur M a l'aide de la structure riemannienne.
On peut trouver dy tel que toute boule B(x,dy) est dans le domaine d’une carte contractile et
tel que pour tous points y et y' dans B(z,dp) il existe une unique géodésique, notée [y, y'] qui
joint y & 3. On fixe alors § < dg/4 tel que d(z,2') < 26 = d(f(x), f(z')) < d9. On note C
I'ensemble des chemins ¢ qui sont C! par morceaux et qui vérifient /2 < [|o| < 6. On peut
définir le groupe d’homologie Hi(M,R) a I'aide des chemins dans C. Plus précisément, le R-
module libre engendré par les éléments de C est formé des chaines 0 = ) ,c;a;o;, I fini ; les
cycles sont les chaines o = 3. a;0; telles que 0o = > 7,7 a;00; = 0 ; les bords sont les cycles
qui bordent une 2-chaine. On sait alors que 'espace des cycles quotienté par I’espace des bords
est le R-espace vectoriel de dimension finie H; (M, R). On peut voir également les bords comme
les cycles o = 37,  a;o; tels que [,w =", a; [, w =0 pour toute forme différentielle fermée
w. En particulier, si o est un cycle et w une forme fermée, alors [ w = ([w],[0]) ne dépend
que de la classe de cohomologie [w] € H'(M,R) et de la classe d’homologie [0] € Hi(M,R).
Pour toute chaine o = > ,c;a;0;, on peut définir ||o|| = 3,c; |asl||loil|, puis pour toute classe
d’homologie u € Hi(M,R) on peut définir [jul| = inf(,—, [|o||. On obtient ainsi une norme | ||
sur Hi(M,R). Pour vérifier que l'on obtient une norme, il suffit de remarquer que pour toute
chaine o et toute forme différentielle w, on a

[o] < llllel,
g

wl| = max W .
ol =, max )]

ou
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Rappelons que r(n,d) est le cardinal minimum des ensembles (n,d) couvrant. Nous allons
prouver le lemme suivant :

LEMME 6.2.4 :  Pour tout n > 0 et tout u € Hi(M,R), on a

1£27 @)l < 167 (n, 8)]Ju].

Expliquons pourquoi le lemme implique le théoreme. On déduit du lemme que

1y — In 16 n In(r(n,é
tn (77t ) < 220, Da(rin,0)
n

-1 n-1 n ’

et donc que
lnp(f*J) < llm—’l_nf ln(’[‘(n75))

< h(f).

Démonstration du lemme. Nous allons montrer que l'image par f*~! de tout chemin ¢ € C,
est homotope, & extrémités fixées, & un chemin C'' par morceaux de longueur < 46r(n,d). Ceci
impliquera le lemme. En effet, pour tout u € H;(M,R), on peut trouver un cycle o = Y, aio;,
ou o; € C, tel que ||o|| < 2||ul|. Pour tout ¢ € I, on peut trouver un chemin o) de longueur
< 467(n, d) homotope & f"~1(0;). Ainsi le cycle o = ¥, a;o} représente ):‘,l_l(u). On a donc

£ )l < D laalllofl] < (Z Iaz|> 4or(n, 6) < 8l|a|lr(n, ) < 16[|lu[r(n, d).

el el

Notons d,, la distance

dn(2,2") = max d(f'(x), f'(2")),

0<i<n

et fixons un ensemble (n, §)-couvrant R de cardinal r(n,d). Si z et 2’ sont deux points tels que
dn(x,2") < 26, les chemins géodésiques [f*(z), f*(2')] sont bien définis pour tout i € {0,...,n —
1}, puisque d(fi(z), fi(2')) < dp(x,2') < 25 < §o. De plus, les chemins f([fi(x), fi(z')]) et
[fi+l(x), fi+1(2")] sont homotopes & extrémités fixées, puisqu’ils sont tous les deux inclus dans la
boule B(f"*!(z),dy) et donc dans le domaine d’une carte contractile. On en déduit en particulier
que f* 1z, 2] et [f" (), 7~ (2')] sont homotopes.

On peut écrire tout chemin ¢ € C comme assemblage 0 = [[y<p< 0" de lacets o, on
0% est inclus dans une boule By, (xx,6), ¥, € R. En particulier By, (zx,d) N By, (Tr11,06) #
0 et dp(xg, xrr1) < 20. Notons x et 2’ Dorigine et l'extrémité de o. Les deux chemins o et
[z, 0] [To<pe i [Tk, Tht1][T K, 2] sont inclus dans B(z,46) et donc dans B(z,dp). Ils sont donc
homotopes & extrémités fixées. De plus, on peut toujours supposer que les xj, sont distincts (sl
y a une boucle, on peut I'enlever). Or on sait que f" (o) est homotope &

o' = [f" ), f o)) TT [ aw), 1 )1 (ak), 77 (@)

0<k<K

et on peut remarquer que
o]l < (1 +7(n,r))28 < 4r(n,6).
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COROLLAIRE 6.2.5 :  Si f est un homéomorphisme d’une variété compacte M de dimension
<3, on a h(f) = supgcs<snp(fus)-

Démonstration. 1l suffit de rappeler que par dualité de Poincaré, f, 2 est conjuguée a ’application
duale de f*_ 11 et que ses valeurs propres de f, 2 sont donc les inverses des valeurs propres de f, 1
et d'utiliser I'égalité h(f) = h(f~1). O

En fait on a une meilleure minoration de ’entropie si on s’intéresse au groupe fondamental
plutét qu’au premier groupe d’homologie. Si G est un groupe de type fini et si ¢ est un endo-
morphisme de G on peut définir [’entropie algébrique de ¢ de la fagon suivante. On commence
par choisir un ensemble générateur symétrique fini X, ce qui permet de définir une longueur Iy
sur G en notant Ix(g) le nombre de lettres minimales nécessaires pour écrire g comme mot dans
I’alphabet Y. Si on pose

Ln(p,X) = max Ix(¢"(9)),

on peut montrer que la suite (L, (p,3))>0 est sous-multiplicative et donc que

Jim (L, )

existe. On peut démontrer également que cette limite ne dépend pas de X, c’est I’entropie
algébrique de ¢, on la note h,ig(¢). Elle vérifie des propriétés analogues a I'entropie (invariance
par conjugaison, décroissance par semi-conjugaison, ...). On peut démontrer également que
I’entropie ne varie pas par composition par un automorphisme intérieur. Plus précisément si
L 1 g g ggo est un automorphisme intérieur, alors hayg(19) = haig (). Supposons maintenant
que f est une transformation continue d’une variété compacte M. Fixons g € M et un chemin
« joignant xg & f(zg). L’application, qui & un lacet v basé en xq associe le lacet o~ !ya induit
un endomorphisme ¢, o du groupe fondamental 71(M,xo). L’entropie algébrique de ¢y, o ne
dépend pas du choix de ¢ (un autre choix donnerait le méme automorphisme composé par un
automorphisme intérieur ) ni du choix de z¢ (un autre choix donnerait une conjugaison). On
peut donc définir une entropie de f sur le groupe fondamental

hﬁl(f) = halg(@wo,a)-

Le groupe Hy(M,Z) est I'abélianisé de 71 (M, z¢) et I'action de f, 1 sur Hi(M,Z) est un facteur
(via le morphisme de Hurewicz) de 7, €t a donc une entropie algébrique plus petite. Il n’est
pas difficile de voir que cette entropie n’est rien d’autre que In(p(fs,1)). Ainsi, on a hr (f) >
In(p(fs1)) Le résultat suivant de Bowen améliore donc (méme s'’il est moins effectif) le résultat
de Manning :

THEOREME 6.2.6 : Si f est une transformation continue d’une variété compacte M, on a

h(f) = hry (f).

Les deux théoremes précédents sont particulierement intéressants en dimension deux. En
effet, supposons que O soit une orbite périodique de f (ou une réunion finie de telles orbites).
Supposons de plus que ¢ soit un difféomorphisme. On peut alors éclater chaque point x € O
en le remplagant par le cercle des demi-droites sur le plan tangent T, (M). Le difféomorphisme
fl wm\o s'étend donc en un homéomorphisme f d’une variété compacte dont le H; et a fortiori le

71 est bien plus gros que le Hy ou le w1 de M. Or il n’est pas difficile de voir que h(f) = h(f) car
f est un facteur de f et f induit sur I'image inverse de O un homéomorphisme d’entropie nulle.
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Il se peut tres bien que pour des raisons algébriques, la structure de certaines orbites périodiques
force I'entropie a étre non nulle.

L’énoncé original du théoreme de Manning est en fait plus fort que le théoreme 6.2.3. Il
s’applique non seulement pour une variété, comme il est vu plus haut, mais plus généralement
pour tout espace métrique compact (X, d) vérifiant les conditions suivantes (et on peut vérifier
que nous n’avons utilisé que ces deux propriétés dans la preuve) :

i) pour tout e > 0 il existe n > 0 tel que pour tout couple (x,y) de points de X vérifiant
d(z,y) < n, il existe un chemin joignant x a y de diametre inférieur a ¢;

ii) il existe g > 0 tel que tout lacet de diametre inférieur a gy est contractile.

Nous allons voir dans la section qui suit une application de cette derniere remarque.

6.3 Ensembles invariants isolés

Nous allons conclure par une courte introduction a la théorie de 'indice de Conley discrete (la
version continue pour les flots est due a Conley lui-méme) et donner une application du théoreme
de Manning. Commencons par rappeler la notion plus classique d’indice de Poincaré-Lefschetz.

Indice de Poincaré-Lefschetz

Notons S™~! la sphere unité de 'espace euclidien R”. Soit U un voisinage de 0 dans R et
f:U — f(U) une application continue ayant un point fixe isolé en 0. Si € > 0 est assez petit,
I’application

ez — f(ez)
lez — f(e2)||

est bien définie sur S"! et son degré ne dépend pas de . On I'appelle I'indice de Poincaré-
Lefschetz du point fixe et on le note i(f,0). Dans le cas ou f est différentiable en 0 et ou 1 n’est
pas valeur propre de Df(0) (ce qui implique de fait que le point est isolé), alors i(f,0) = (—1)!,
ou [ est le nombre de valeurs propres réelles supérieurs a 1. Parmi les propriétés de I’indice, on

peut rappeler:

- Si f préserve I’ orientation, alors i(f~1,0) = i(f,0) si r est pair et i(f~1,0) = —i(f,0) si r
est impair;

- if f renverse 'orientation, alors i(f~1,0) = —i(f,0) si r est pair et i(f~*,0) = i(f,0) si r est
impair.

L’indice étant invariant par conjugaison, on peut définir I'indice d’un point fixe isolé d’une
transformation continue f définie sur une variété M. On sait alors que si x1 est un point fixe
isolé d’une transformation f; sur M; et o un point fixe isolé d’une transformation fo sur Ma,
alors on a

Z

Z(fl X f2, (xlva)) = i(flaxl)i(f%xQ)-

On peut en fait généraliser la notion d’indice d’un point fixe a celle d’indice d’une partie compacte
invariante X s’il existe un voisinage de X qui ne contient aucun point fixe qui n’est pas dans X.
Cet indice vérifie les deux propriétés suivantes :

- sia(f, X1) et i(f, X2) sont bien définis et si X3 N Xo = 0, alors i(f, X1 U X3) est bien défini
et on a

i(f, X1 U Xo) = i(f, X1) +i(f, X2);
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- sii(f, X) est bien défini et si X contient un nombre fini de points fixes de f, alors

i(f,X)= >  ilf ).

z€Fix(f)NX

Si f est une transformation continue d’une variété compacte M, on peut donc définir I’indice
i(f, M). Cet indice s’appelle le nombre de Lefschetz et se note A(f). C’est la somme des indices
des points fixes si ceux-ci sont en nombre fini. La formule de Lefschetz relie ce nombre & 'action
de f sur les groupes d’homologie par I’égalité:

T
A(f) =D (=1t (fus),
s=0
ou r est la dimension de M.

Par exemple, si f est un homéomorphisme de la sphere S™, alors A(f) = 0 si r est impair et
f préserve l'orientation, ou alors si r est pair et f renverse l'orientation. Par contre A(f) = 2 si
r est pair et f préserve 'orientation, ou alors si r est impair et f renverse 'orientation. En effet,
on a

A(f) = tr(fuo) + (=1)"tr(fur) = 1+ (=1)"deg(f).

La notion d’indice d’un point fixe isolé ainsi que la formule de Lefchetz ont été généralisées
par Dold & une classe d’espaces topologiques plus générale que les variétés, les ANR (absolutely
neighborhood retract) dont nous donnerons un exemple un peu plus loin. Parmi les propriétés
de cette indice généralisé, citons le fait que i(f,z) = 1 si = est un point fixe attractif au sens
suivant : il existe un voisinage compact V' de x vérifiant f(V) C V et N, f"(V) = {z}.

Ensemble invariant isolé, paire filtrante

Soient U et V deux parties ouvertes d’une variété M et f : U — V un homéomorphisme.
Une partie compacte X, invariante par f, est dite isolée s’il existe un voisinage compact N de X
tel que Niez f~*(N) = X. On dit que N est un voisinage isolant de X. Remarquons que I'indice
i(f, X)) est bien défini et plus généralement que la suite des indices des itérés (i(f™, X))n>0 est
bien définie. Dans le cas olt (<o f *(IN) = X, I'ensemble X est un attracteur, dans le cas ou
Ni>o f ~k(N) = X, c’est un répulseur. Les attracteurs et les répulseurs sont des cas particuliers
d’ensembles invariants isolés. Toute orbite périodique hyperbolique est également un ensemble
invariant isolé. Parmi les voisinages isolants, une classe importante est formée des blocs isolants.
Il s’agit des voisinages isolants NV tels que f~1(N) NN N f(N) C int(NN). On définit ’'ensemble
de sortie N~ d’un bloc isolant N par la formule

N~ ={zx e N|f(z) ¢int(N)}.
On appelle alors paire filtrante de X toute paire (N, L) formée d’un bloc isolant N de X et d’une
partie fermée L C N telle que:

- N\ L est un voisinage isolant de X;

- L est un voisinage de N~ dans N,

- fL)NN\L=0.

Si N, L et N\ L sont des variétés a bord, on dira que la paire est réguliére. On peut toujours
construire des paires régulieres. Nous allons le montrer dans le cas particulier ou M est ’espace
R™ et ou X est connexe, en établissant le résultat plus précis suivant :
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PROPOSITION 6.3.1 : 57 X est une partie compacte conneze invariante isolée d’un homéomor-
phisme f : U — V entre deux parties ouvertes de R", il existe une paire filtrante réguliére (N, L)
de X qui vérifie l'une des trois propriétés suivantes:

i) la variété N est connexe, l’ensemble L est vide et X est un attracteur;

ii) la variété N est connexe, la variété L n’est pas vide, il existe une seule composante connere
bornée de R" \ L qui est incluse dans N, cette composante contient X, qui est un répulseur;

it) la variété N est connexe, la variété L n’est pas vide, et aucune composante connexe bornée
de R"\ L n’est incluse dans N.

Démonstration. Soit N un voisinage (compact) isolant de X. Nous savons que ez f*(N) =
X et en déduisons donc qu’il existe ng > 1 tel que

N £ F(V) Cint(N).

|k]<no

Nous pouvons donc construire une suite (NVy,)o<n<n, de voisinages compacts de X, telle que
Ny = N, telle que N,, C int(N,,—1), pour tout n € {1,...,n0}, et telle que

() fF(N) Cint(Nye-1).

|k|<no

Posons alors

N'= () f* Nag1-jk))-

|k|<n0

Il s’agit bien sur d’un voisinage compact isolant. Vérifions que c’est un bloc isolant, c¢’est-a-dire
que
F(NYNN' 0 f~Y(N') C int(N').

en effet, d’une part, on a
FINYAN N f~YN)c f(N)NNNfHN) Cint(Npy_1),
d’autre part, pour tout k € {1,...,n0-1}, on a
FIN'Y AN’ O FUN') € (N k) 0 F (N k) © i0t(F5 (Ng— 1)) (it (F ™ (Ng1-1)-

Quitte & remplacer N par N’, on peut supposer que N est un bloc isolant. On peut trouver
un voisinage N” de N qui est une variété a bord et qui est suffisament proche de N pour vérifier

FINYAN"N f~H(N") C int(N").

C’est donc également un bloc isolant. Quitte & remplacer N par N” on peut supposer que N
est une variété a bord. Notons maintenant N’ la composante connexe de N qui contient X.
Puisque ON"” € ON, on a

f(N///) n N/// m f*l(NI/I) m aNI// — @
et donc

f(Nl//) N N/l/ ) f—l(N/l/) C int(N’").
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Ainsi N est un bloc isolant de X. Quitte & remplacer N par N”’, on peut donc toujours
supposer que N est une variété a bord connexe.

Si I'ensemble sortant N~ est vide, alors N est positivement invariant et (,~q f"(N) = X.
Nous pouvons prendre pour L I’ensemble vide, nous sommes dans le premier cas.

Supposons maintenant que N~ est non vide. Les inclusions N~ C N et f(N~)NN C ON
impliquent que
fINO)ANNfFYN) =0.

Nous pouvons trouver un voisinage L de N~ dans N tel que
FL)NN AN =0

et tel que L et N \ L sont des variétés a bord. Remarquons que (N, L) est une paire filtrante
réguliere. En effet, nous avons
\LCNnfYN)

et donc
f(L)NN\ L =0.

Notons alors W;, 1 < i < m, les composantes connexes bornées de R" \ L qui sont incluses dans
N. Nous savons que

fEOWH)NW, c f(L)NN\ L= 0,
et donc que

W, C f(Wl) ou W;nN f(WZ) = 0.
Dans le cas ot W; C f(W;), I'ensemble X est nécessairement inclus dans W;, c’est un répulseur
et on a X = o f¥(W;). 1l existe donc au plus une composante vérifiant la premiere égalité.
Pour montrer la proposition, il suffit de montrer que (N, L") est une paire filtrante, ou L’ est
formée de la réunion de L et des composantes W; telles que W; N f (WZ) = (). II faut montrer
que si W; N f(W;) =, alors on a

XNW;=0et f(W)NNNfYN)=0.

La premiere égalité est évidente puisque X est invariant et W; N f(W;) = 0. L’ inclusion
W; € N\ N~ implique que f(W;) C int(N) et donc f(0W;) C N. L’inclusion 0W; C L implique
que

FOW) N FHN) € F(L) AN N TN = 0.

Par connexité de f~1(N), on en déduit que f~1(N) C f(W;) ou f~HN)Nf(W;) = (). Le premier
cas est impossible puisque S C f~1(N) et SN f(W;) = 0. Nous sommes donc dans le second
cas,on a f(W;)N NN f~YN)=0.

g

Réciproquement, on peut montrer que si X est un attracteur (resp. un répulseur), il existe
alors une paire réguliere (N, L) vérifiant la condition i) (resp. ii)).

Si (N, L) est une paire réguliere, alors l’espace quotient Ny, ou L est identifié & un point est
un ANR et on peut donc utiliser la formule de Lefschetz-Dold. Le fait que (N, L) soit une paire
filtrante implique que f induit une transformation continue f : N; — Ny, qui fixe [L] et envoie
tout point x ¢ L sur la projection de f(x) dans Np. La continuité de f provient du fait que
f(x) € Lsi x ¢ L est proche de L. Remarquons & ce propos que f est constante égale a [L]

74



au voisinage de [L]. En particulier, [L] est un point fixe attractif et on a donc i(f,[L]) = 1. La
dynamique de f est facile & comprendre : pour tout point x € Ny, soit I’ensemble w-limite d'un
point z est inclus dans X, soit, il existe n tel que f(z) = [L].

Si (N, L) est une paire réguliere, on peut identifier les groupes d’homologie réduite H s(N.,R)
avec les groupes d’homologie relative Hs(N, L, R). Rappelons que ﬁS(NL,R) ~ H¢(Np,R) si
s> 0 et que fIO(NL, R) est le noyau de I'application 3-.cq (v, ) Ask = 22 Ax. En particulier, on
sait que H, (Nr,R) =0si s> r. Appliquons maintenant la formule de Lefschtez Dold a chaque
itéré f, n > 0. Nous obtenons

T

A(F) =Y (=1)°te(fe ),

s=0

A =i(f" L) +i(f", X) = L+i(f", X).

On peut donc écrire
,

i X) =Y (=1,
s=0
ol f,ﬁs est l'action de f sur H s(Nr,R) ou, de fagon équivalente, I’action naturelle de f sur
Hys(N,L,R).

Dans le troisieme cas, N7, est connexe par arcs, on en déduit que ﬁo(N ,R) = 0. On sait
également que ﬁT(N 1,R) = 0. Dans le premier cas, N est positivement invariant, ’ensemble
Ny, est obtenu par ajout & N du point {#}} et f est Pextension de f|y qui fixe ce point. On a
ﬁfo(NL, R)~Ret j‘lo = Id. Dans le deuxiéme cas, on a ﬁo(NL, R) = 0. Par contre .FNIT(NL, R) ~
R, on a ﬁyr = Id si f préserve 'orientation et f;yr = —Id si f renverse 'orientation.

Ilustrons ce qui précede dans le cas ou X se réduit au point fixe hyperbolique = = 0. Notons
E* et E" les espaces stables et instables de D f(0) et posons r, = dim E,,. Supposons que DT(0)
soit A\-hyperbolique, out A < 1. Considérons une norme adaptée || || et écrivons R™ = E* ¢ E*.
Fixons X €]\, 1[. Nous savons qu’il existe € > 0 tels que si ||z + || = max(||zs]|, |zu]]) < &,
alors [|y®]| > N||lz%| et ||2°|| > N||z*|| ot on écrit T'(x* +2%) = y* +y% et T (z* +2%) = 25+ 2%
Si n > 0 est assez petit, on obtient une paire filtrante réguliére en posant

N ={zs +ay | [zl <e 2] < e}

et
L=A{zs+zy | [Jas]l <&,z <n}

Observons que l'espace Ny, a le type d’homotopie de la sphere S™ et que f*,ru est ’homothétie
de rapport (—1)", ou r est le nombre de valeurs propres réelles inférieures a 1. Pour obtenir
Iindice de 0 , il faut multiplier ce nombre par (—1)"=. On trouve donc (—1)" ou 7/ est le nombre
de valeurs propres supérieures & 1.

Etude de f*,i, suite des indices des itérés
Nous allons montrer le résultat suivant

PROPOSITION 6.3.2 :  Si X est connexe et si l'entropie topologique h(f|x) est nulle, alors la
suite (tr(fi'y))n>1 est périodique et prend périodiquement une valeur positive ou nulle. Il en est

de méme pour la suite (tr(fl's))n>1 si m = 3.
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Nous allons commencer par montrer les deux résultats algébriques suivants:

LEMME 6.3.3 :  Soient E et ' deux espaces vectoriels sur C etu: E — E etv: F — F deux
endomorphismes. Si tr(uF) = tr(v*) pour tout k > 1, alors u et v ont les mémes valeurs propres
non nulles comptées avec leur multiplicité.

Démonstration. Notons {A1,..., A} et{p1,..., us} les valeurs propres non nulles respectives
de u et v. On a

k k

0 k O Ak k r
Z fr(u )Zk = Z MZ’“ = —Zlog(l —NiZ).
k=1 k=1 i=1

On en déduit I’égalité polynomiale

T S

[T -x2) =TI - w2)
i=1 j=1
qui implique que 7 = s et que pour tout j il existe ij, tel que u; = A;;. O

LEMME 6.3.4:  Soit E un espace vectoriel sur C et u un endomorphisme qui peut étre représenté
par une matrice a coefficients entiers. Si toutes les valeurs propres de u ont un module inférieur
ou égal a 1, alors toutes les valeurs propres non nulles sont racines de l'unité.

Démonstration. On peut écrire le polynome caractéristique de u sous la forme

P(X)=X° ] (X=X,

1<i<r

oll A1,..., A sont les valeurs propres non nulles de u. Les coefficients de P, étant entiers, par
hypothese, on en déduit que [[;<,<, A\i € Z. On sait également, par hypothese, que chaque \;
vérifie |\;] < 1. On en déduit que |\;| = 1. On peut donc écrire \; = €27 olt o; € R"/Z". On
sait que tout point de R"/Z" est un point récurrent de la rotation

(tl,...,tT) — (tl—i—al,...,tr—i—ar).

On peut donc trouver un entier n > 0 tel que tout nombre A\ = €™ est proche de 1. Ceci
implique que tr(u™) = AT +...4+ A est proche de r. Cette somme, étant entiere, doit étre égale
a r et ceci n’est possible que si chaque A} est égal a 1. O

Démonstration de la proposition 6.3.2.
Si (N, L) est une paire réguliere, on peut munir aisément l’espace Ny, d’une métrique vérifiant
les deux propriétés énoncées a la fin du paragraphe 6.2, a savoir

i) pour tout € > 0 il existe n > 0 tel que pour tout couple (z,y) de points de Ny vérifiant
d(z,y) < n, il existe un chemin joignant x & y de diametre inférieur a e;

ii) il existe gg > 0 tel que tout lacet de diametre inférieur a ey est contractile.
Remarquons que Q(f) = {[L]} U X. Puisque h(f) = h(f] Q(?)) (exercice 6 du chapitre 2) on

sait que h(f) = 0. On en déduit du théoréme de Manning que les valeurs propres de 7*71 ont un
module inférieur ou égal & 1. Grace au lemme 6.3.4 et au fait que H1(Nz,R) = H;(Np,Z)®R, on
concliit que toutes les valeurs propres non nulles de T', 1 sont racines de I'unité. Par conséquent,
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la suite (tr(ﬂil))nzl est périodique. Si ¢ est une période commune a toutes ces valeurs propres

et si n est un multiple de ¢, on a tr(?il) = tr(ﬁfl) = —p, ol p est le nombre de valeurs propres
non nulles.

Supposons maintenant que m = 3. On peut alors construire une paire filtrante réguliere
(N', L) pour f~! qui vérifie également I'une des conclusions de la proposition 6.3.1. Notons
alors f~1: N7, — N7, I'application définie sur I'espace quotient. Notons M = N,V N7, 'espace
obtenu & partir de Nz, et N7, en identifiant les points [L] et [L’] en un point *. I s’agit d'un
espace métrique compact vérifiant les propriétés énoncées a la fin du paragraphe 6.2. De plus
* est un point fixe attractif de lapplication induite g = fV f~1 : M — M. La formule de
Lefschetz-Dold donne

A(@") = tr(gio) — tr(g2 1) + tr(gl2) — tr(gi3)
ou
A(g") = i(g",*) +i(f", X) +i(f ", X).
On sait que chaque espace Hs(M,R), 1 < s < 3, s’écrit Hs(M,R) = Hs(N,R) ® Hs(Np,, R)
et que chaque application g, ; se décompose g, ; = f, ; @ f—l*,s.

Supposons d’abord que f préserve l'orientation. On a alors i(f", X) = —i(f~", X) ce qui
implique que A(g") = 1.

Si X n’est ni un attracteur, ni un répulseur, chaque couple (N, L) et (N’ ,L') vérifie la
condition iii) de la proposition 6.3.1: on sait que tr(g},) = 1 et que les espaces H3(Np,R) et
H3(N7,,R) sont réduits & 0. On en déduit que

—tr(gi,) + tr(gh2) =0,

pour tout n > 0. Le lemme 6.3.3 nous dit que les valeurs propres non nulles de g, ; et de g, o,
coincident. Le rayon spectral de g, ; étant inférieur ou égal a 1 puisque h(g) = 0, on a un résultat
similaire pour g, o et donc pour 7*72. Il reste a utiliser le lemme 6.3.4 pour conclure.

Si X est un attracteur de f, c’est un répulseur de f~!'. On peut donc supposer que (N, L)
vérifie la condition i) de la proposition 6.3.1 et (N’, L') la condition ii).

L+i(f" X) = 2— tr(?:,l) + tf(ﬁg),
L+i(f ™ X) = 1—tr((f L))" +tr((f 1" — L

et
1=A(g") =2—tr(gyy) +tr(giq) — 1

On en déduit que
—tr(g1) + tr(gi2) = 0.
On conclit comme dans le premier cas. Le cas ou X est un répulseur se traite de méme.

Dans le cas o f renverse l'orientation, on obtient

—tr(gi1) +tr(gi2) = 0,

pour tout nombre pair n. Or ceci est suffisant pour prouver que les valeurs propres de g, ; sont,
au signe pres, celles de g, 5. O
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COROLLAIRE 6.3.6 : Soit © un point fize d’un homéomorphisme local f : U — f(U) de R",
r < 3, qui est un ensemble invariant isolé. Alors la suite i(f™,U)n>0 est périodique. De plus, si
r < 2, et si le point fize x n’est ni attractif, ni répulsif, la suite prend périodiqguement une valeur
négative ou nulle.

Démonstration. Le théoreme est évident dans le cas ot » = 1. De plus, la premiere partie est
également évidente si x est un point fixe attractif ou répulsif. Dans le cas ou r = 2 et ou x n’est
ni attractif, ni répulsif, nous trouvons

i(f" @) = —tr(fy ),

pour tout n > 0. D’apres la proposition 6.3.3, nous savons qu’elle est périodique et prend
périodiquement une valeur négative ou nulle. Dans le cas ou r = 3 et ol « n’est ni attractif, ni
répulsif, nous trouvons

i(f"z) = _tr(ff,l) + tr(?:g)

et nous savons, toujours grace a la proposition 6.3.2 que cette suite est périodique. O

COROLLAIRE 6.3.7 : Il nexiste aucun homéomorphisme minimal sur S*\ X, ou X est une
partie finie de S>.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde et supposons qu’un tel homéomorphisme f existe.
Nous pouvons étendre f en un homéomorphisme fde la sphere S? qui induit une permutation
sur X. Nous pouvons trouver un itéré pair fz” qui fixe tous les points de X. Puisque f est
minimal, les seules parties fermées invariantes de f, hors la spheére S?, sont incluses dans X. On
en déduit, d’une part que les seuls points périodiques de F’" sont les points de X, d’autre part
que chacun de ces points est un ensemble invariant isolé. De plus aucun de ces points est un
attracteur ou un répulseur. Le corollaire 6.3.6 implique qu’il existe ¢ > 1 tel que z'(fz’"q, x) <0,
pour tout x € X, et donc que

Ay = 3 i) <.

rzeX

Or on sait que A(Fm ) =2, car P’”q préserve l'orientation, d’out la contradiction. O
COROLLAIRE 6.3.8 : Il n'existe pas d’homéomorphisme expansif de S*.

Démonstration. Raisonnons par I’absurde et supposons qu’un tel homéomorphisme f existe.
Quitte & remplacer f par f2, on peut supposer que f préserve 'orientation. Le fait que f est
expansif signifie que la diagonale

A={(x,y) €S xSz =y}

est un ensemble invariant isolé de 1’application produit f x f. La surface S' x S'\ A a deux
bouts N et S et se compactifie en une sphere S2. La restriction de f x f & S* x S\ A se prolonge
en un homéomorphisme F de S? préservant 'orientation et fixant N et S. Les dynamiques au
voisinage de N et au voisinage de S sont conjuguées par I'application (z,y) — (y,x). Chacun
de ces deux points fixes est un ensemble invariant isolé puisque c’est le cas de A. Il est facile de
voir que ces points ne sont ni attractifs, ni des répulsifs (ceci signifierait que A est un attracteur
ou un répulseur de f x f ou encore que f est positivement ou négativement expansif, ce qui est
impossible d’apres 'exercice 15 du chapitre 2). Le corollaire 6.3.7 implique qu’il existe ¢ > 1 tel
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que i(F7, N) <0 et i(F?,.5) <0. On sait quun homéomorphisme expansif a un nombre fini de
point fixes de période donnée (exercice 16 du chapitre 2). En utilisant la formule de Lefschetz,
on peut donc écrire

i(F7, (2,y)) = 2 — i(F9,N) — i(F?,8) > 2.
(z,y)€Fix(F9)\{N,S}

Or, d’une part, on a

> i(fIxf9, (2,y)) = i(fLo)i(fhy) = Y. i(fha) | =Af9)?

(2,y)€Fix(fax f1) (2,9)€Fix(f1x f1) €Fix(T4)

d’autre part, on a

> i(f1x Y (2,y) = > WF () + Y il 2)? > 2,

(z,y)€Fix(fIx f9) (z,y)€Fix(F9)\{N,S} z€Fix(f9)

d’ou la contradiction. O

Bien évidemment, le corollaire 6.3.8 donne un résultat bien connu. En effet, nous savons
décrire trés précisément les homéomorphismes de S! et pouvons montrer directement, sans
guere de difficulté, qu’aucun d’entre-eux n’est expansif. La preuve précédente permet cependant
de mettre en relief le fait suivant : un homéomorphisme d’une variété compacte est expansif
si et seulement si la diagonale est une partie invariante isolée de I'application produit définie
sur le carré de la variété. Notons a ce propos que Leiwowicz et Hiraide ont indépendamment
décrit tous les homéomorphismes des surfaces compactes. Il n’y en a pas sur la sphere S2;
tout homéomorphisme expansif du tore T? est conjugué & un automorphisme hyperbolique ;
tout homéomorphisme d’une surface de genre g > 2 est homéomorphisme a un modele intro-
duit par Thurston, appelé homéomorphisme pseudo-Anosov. Le corollaire 6.3.7 est évident si
X =0, d’apres la formule de Lefschetz, et était connu depuis longtemps si fX = 1, conséquence
d’un résultat de Brouwer que ’on a mentionné dans I’étude de I'application de Hénon au para-
graphe 5.3. Le cas §X > 3 était di a Handel qui avait en fait prouvé le résultat suivant :
tout homéomorphisme transitif de S2 \ #X a des orbites périodiques de périodes arbitrairement
grandes si X > 3. Il manquait le cas o §X = 2. L’argument d’indice donné plus haut est di
a Le Calvez-Yoccoz. En fait, on peut affiner la seconde partie du corollaire 6.3.6 : si z un point
fixe d'un homéomorphisme local f : U — f(U) de R? qui préserve l'orientation et si ce point
fixe est un ensemble invariant isolé, qui n’est ni attractif, ni répulsif, alors il existe deux entiers
qg>1etr>1tel que

i(f",x):{l sing N
1—rq sinegN
L’idée d’utiliser I'indice de Conley discret, c’est-a-dire la construction de paires filtrantes pour
démontrer la seconde partie du corollaire 6.3.6 et par conséquent du corollaire 6.3.7 est due
a Franks. Un résultat important dans I’étude de Franks est le fait que la famille des valeurs
propres non nulles des f; s, et donc les suites (tr( J?f,s)nzl ne dépendent pas de la paire filtrante
considérée. L’idée d’utiliser I’entropie et le théoreme de Manning, c’est-a-dire la proposition
6.3.4, est due a Le Calvez, Ruiz del Portal et Salazar. Il faut noter que la conclusion du corollaire
6.3.6 est fausse si m > 4. On peut construire un exemple de point fixe d’'un homéomorphisme
local f : U — f(U) de R*, qui est un ensemble invariant isolé, et pour lequel f+2 a une
valeur propre de module strictement plus grand que 1 : les suites (tr(ffg))nzl et i(f", z)p>1
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tendent alors vers 400 a vitesse exponentielle. Pour conclure, le raisonnement aboutissant a la
proposition 6.3.2, avec I'astuce d’agglomérer les espaces N, et N}, est un peu mystérieux. Il y a
une explication plus rationnelle, provenant d’un résultat de dualité di & Szymczak: si X est une
partie compacte connexe invariante isolée d’'un homéomorphisme f : U — V entre deux ouverts
de R", si (N, L) et (N’,L’) sont deux paires filtrantes régulieres de X respectivement pour f et

f~1, alors 'application duale de f;,s est conjuguée a deg(f)f—lw_s7 a partie nilpotente pres.
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EXERCICES

Chapitre 1

Exercice 1

Soit (X, B, ) un espace de probabilités. On dira que deux partitions P et Q sont indépendantes
si, pour tout P € P et tout Q € Q, on a u(P N Q) = pu(P)u(Q). Montrer que les propriétés
suivantes sont équivalentes :

- P et Q sont indépendantes ;
- HPVQ)=H(P)+ H(Q);
- H(P|Q)=H(P).
Exercice 2
Soit (X, B, u, T') un systeme dynamique mesuré, ou u(X) = 1. Prouver I'inégalité de Rokhlin :

pour toutes partitions mesurables P et Q, on a

|h(T,P)—h(T,Q)| < D(P, Q).

Exercice 3
Soit (X, B, u,T) et (Y,C,v,S) deux systemes dynamiques mesurés, avec u(X) = v(Y) = 1.
On consideére le produit (X XY, B®C,u®v,T x S). Montrer que

by (T % S) = hy(T) + hy(S).

Exercice 4

Soit (X, B) un ensemble muni d’une o-algebre. On suppose que 7' : X — X est une
transformation mesurable et que p et v sont deux mesures de probabilité invariantes.
Montrer que pour toute partition mesurable P = (P;)¢y, on a :

tH,(P) + (1 = t)H,(P) < Hypy(1—1y0(P) < tHL(P) + (1 = t)H,(P) — tInt — (1 — t) In(1 — t).

En déduire que
Htu—&—(l—t)u(Ta P) = tHM(T7 P) + (1 - t)HV(Tv P)’

puis que
Py (1) (T) = thu(T) + (1 = )R (T).

Exercice 5

Soit (X, B, u,T) un systéme dynamique mesuré, avec pu(X) = 1. Soit P une partition
mesurable telle que P € \/;t°, T-"P. Montrer que h(T,P) = 0 (en fait la réciproque est
vraie).
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Exercice 6
Soit (X, B, u,T) et (Y,C,v,S) deux systémes dynamiques mesurés, avec u(X) = v(Y) = 1.
On suppose que h,(T) = h,(S). Cela implique t-il les systemes sont conjugués ?
Exercice 7
On note o le décalage de Bernouilli défini sur {1,...,r}N. Monter que pour toute mesure
borélienne de probabilité invariante par o, on a h,(c) < Inr. Montrer que hy,(o) = Inr si et
seulement si p est la mesure produit équidistribuée.
Exercice 8
On fixe r > 2 et on considere la transformation
T:T' - T
T

Monter que pour toute mesure borélienne de probabilité invariante par 7', on a h,(T) < Inr.
Montrer que h,(T) = Inr si et seulement si u est la mesure de Haar.

Chapitre 2

Exercice 1
Montrer que I'entropie topologique d’un homéomorphisme de [0, 1] est nulle.

Exercice 2
Donner un exemple d’homéomorphisme 7" : X — X d’un espace compact dont ’entropie
topologique est infinie.

Exercice 3
Soient 17 : X1 — Xq et To : Xo — X9 deux applications définies sur des espaces métriques
compacts. Montrer que 'entropie de ’application produit

T1XT2 2X1XX2HX1XX2
(1, 2) = (T1(21), Ta(2))
vérifie h(Tl X TQ) = h(Tl) + h(Tg)

Exercice 4
Quelle est I'entropie de T : z — 22 définie sur la spheére de Riemann.

Exercice 5
Soit T : X — X une application continue définie sur un espace métrique compact tel que
Q(T) est fini. Montrer que h(T) = 0.

Exercice 6
Soit T : X — X une application continue définie sur un espace métrique compact. On
rappelle que x est non errant si pour tout voisinage U de z, il existe y € U et n > 0 tel que

T"(y) € U.
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1) Montrer que I'ensemble Q(T") des points non errants est fermé et vérifie T(Q(T)) C QUT).
2) A Paide du principe variationnel, montrer que h(T) = h(T|qr))-
Exercice 7

Soit T : X — X une application continue définie sur un espace métrique compact. On

suppose qu'il existe une famile finie (X;)i1<i<, de parties fermées positivement invariantes (i.e.
T(X;) C X;), telles que X = J;<;<, Xi. Montrer que h(T') = sup;<;<, h(Tx;)-

Exercice 8

On se donne une application continue sur un espace métrique compact 7" : X — X.
1) On fixe dans cette question p, v dans My et t € [0, 1]. Montrer que pour toute partition
borélienne P = (P;)er, on a :

tH,(P) + (1 = t)H,(P) < Hyyy(1—40(P) < tH(P) 4+ (1 = t)H,(P) —tint — (1 —t)In(1 —t).
En déduire que
Ht,u,+(1ft)1/(T7 P) = tH,u(T7 P) + (1 - t)HV(Tv P)a
puis que
hipr (1 (T) = thu(T) + (1 = )R (T).

2)  On suppose qu’il existe une unique mesure p € Mr telle que h,(T) = h(T). Montrer que
1 est ergodique.
3)  On suppose que h(T') = +oo. Montrer qu'il existe € Mr telle que h,(T) = h(T).
4) Donner un exemple ou h(T) = 400 et ou il n’existe aucune mesure ergodique p telle que

h(T) = h(T).

Exercice 9
Soit & € T!. Calculer I’entropie topologique de
F :T? > T2
(z,y) = (z+y,y+a)

Exercice 10
Soit T' : X — X une application lispshitzienne sur un espace métrique compact. L’entropie
peut elle étre infinie 7 et dans le cas ou X est une variété différentiable ?

Exercice 11

Soit T' : X — X une application continue définie sur un espace métrique compact. Rappelons
que T est (positivement) expansive s’il existe § > 0 tels que pour tous x et y, il existe n > 0 tel
que d(T"(2), T"(y)) = 5.

1) Donner des exemples d’applications qui sont expansives et d’applications qui ne le sont
pas.

2)  Montrer que si X est compact, la propriété d’expansivité est topologique (elle ne dépend
pas de la métrique mais de la topologie).

Exercice 12
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Soit T' : X — X une application continue définie sur un espace métrique compact. Montrer
I’équivalence des propriétés suivantes :

- T est expansive;

- il existe un recouvrement générateur;

- sie > 0 est assez petit, le recouvrement /° par boules de rayon ¢ est générateur.
Exercice 13

L’entropie d’une application continue expansive T’ : X — X sur un espace métrique compact
peut-elle étre infinie ?

Exercice 14
Soit T : X — X une application continue expansive " : X — X sur un espace métrique
compact.

1) Montrer que pour tout n > 1, 'ensemble Fix(7T™) est fini.

1
2) Montrer que h(T) > limsup — In(§Fix(T™)).
n—=oco M
Exercice 15
Soit T : X — X un homéomorphisme d’un espace métrique compact. Montrer que si T est
(positivement) expansif, alors X est fini.

Exercice 16

Soit T : X — X un homéomorphisme défini sur un espace métrique compact. Rappelons que
T est expansif il existe § > 0 tels que pour tous x et v, il existe k € Z tel que d(T*(z), T*(y)) >
d.

1) Donner des exemples d’applications qui sont expansives et d’applications qui ne le sont
pas.

2)  Montrer que T est expansif si et seulement si la suite (\/?:_01 T (Ua)) Lo st génératrice si
n=z
e > 0 est assez petit, et que h(T") < +o0.

3) La-encore, montrer que pour tout n > 1, ensemble Fix(7™) est fini et que h(T) >
1
lim sup — In(4Fix(T")).

n—=o00 T

Exercice 17
Montrer qu’il n’y a pas d’homéomorphisme expansif sur T.

Exercice 18

Prouver que la mesure de Lebesgue est la seule mesure borélienne de probabilité invariante
par T : 7 — pZ sur T, telle que hy(T) = h(T), si p > 2.

Chapitre 3

Exercice 1
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Considérons la matrice

11 1
A=[1 0 0],
1 0 0

et le sous-décalage de type fini o4 défini sur X4 C {1,2,3}%.

1) Calculer le nombre de points périodiques de période g, pour ¢ < 3. Quel est le nombre de
points fixes de o”j, pour n > 17

2)  Quelle est 'entropie topologique de o4 7

3) Peut-on trouver une partie fermée invariante X C X4 telle que la restriction o4|x soit
conjuguée au décalage de Bernouilli sur {1,2}% ?

4)  On consideére la matrice stochastique suivante

1/3 1/3 1/3
M=|1 0 0
1 0 0

Expliquer pourquoi il existe sur {1,2,3}% une unique mesure de Markov associée u et calculer
w(C), ol
C = {(xi)iez S {1,2,3}Z ‘330 =1l,z1=1,29 = 2}.

La mesure p est-elle supportée sur X4 7 que vaut I'entropie hy, (o) ?

5) Soit v la mesure de Parry de o4. Calculer v(C') et donner la valeur de I'entropie h,(o4).

Chapitre 4

Exercice 1
Montrer qu’un automorphisme linéaire du tore T" est expansif si et seulement s’il est hyper-
bolique.

Exercice 2
1) Soit A une matrice carrée d’ordre 2 a coefficients entiers de déterminant 1. Montrer que
les conditions suivantes sont équivalentes :

- Tr(A)] >2;
- A est hyperbolique ;
- A est mélangeante (pour la mesure de Haar).

2)  Soit A une matrice carrée d’ordre 2 a coefficients entiers de déterminant —1. Montrer que
les conditions suivantes sont équivalentes :

- [T(A) £ 0
- A est hyperbolique ;

- A est mélangeante (pour la mesure de Haar).

3) Trouver une matrice carrée d’ordre 4 a coefficients entiers de déterminant 1 telle que

- A n’est pas hyperbolique ;
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- A est mélangeante (pour la mesure de Haar).

(On commencera par montrer que les racines de P(X) = X% +2X3 + X2 + 2X + 1 ne sont
pas racines de 1'unité).

Exercice 3
Donner un argument dynamique au fait que les valeurs propres d’une matrice carrée hyper-
bolique d’ordre 2 a coefficients entiers de déterminant 1 sont irrationnelles.

Exercice 4

Soit F' : T" — T" un homéomorphisme tel que Fj soit un automorphisme hyperbolique
de R". On va donner un autre preuve du fait qu’il existe une unique application continue
H : T" — T" homotope a 'identité telle que H o F' = F,oH.

1) Soit f un relevement de F. Montrer qu’il existe M > 0 tel que pour tout = € R", il existe
un unique point y = h(z) € R" tel que la suite (f¥(x) — F¥(y))rez est bornée et que de de plus
on a ||f*(z) — FF(y)|| < M pour tout k € Z.

2) Montrer que ho f = F,oh et que h — Idg- est invariante par les translations entieres.
3) Montrer que h est continue.

4) Conclure

Exercice 5

Soit A un automorphisme hyperbolique de T". Prouver le lemme de fermeture suivant : pour
tout € > 0, il existe § > 0 tel que toute d-pseudo-orbite (zy)rez de période ¢ peut étre e-pistée
par une orbite périodique (yx)rez de période q.

Exercice 6

On notera GL(2,Z) (resp. SL(2,Z)) le groupe des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients
entiers de déterminant £1 (resp. 1). Par abus de langage on identifiera une matrice de GL(2, Z)
a Pautomorphisme linéaire A : R?> — R? représenté par cette matrice dans la base canonique ;
on notera alors A I'automorphisme de T? = R?2/Z? naturellement défini par A. On écrira
GLuyp(2,Z) pour I'ensemble des automorphismes A € GL(2,Z) qui sont hyperboliques et on
posera SLyyp(2,Z) = GLnyp(2,Z) N SL(2, Z).

On notera Homeo(T?) le groupe des homéomorphismes de T2. On écrira alors Homeo. (T?)
pour le sous-groupe formé des homéomorphismes de degré 1 et Homeog(T?) pour le sous-groupe
formé des homéomorphismes homotopes a 'identité.

Si G est un groupe, on dira que g’ € G est une racine de g € G, s’il existe un entier n > 1 tel
que (¢')" = g. On rappelle que le centralisateur d’un élément g € G est le sous-groupe Centg(g)
des éléments ¢’ € G tels que g¢’ = ¢'g.

1l.a) On définit 'ensemble Ag (resp. A1) des valeurs propres d’automorphismes A € GLyyp,(2, Z)
(resp. A € SLyyp(2,Z)). Montrer que les ensembles AgU{—1,1} et A; U{—1,1} sont des parties
discretes de R puis calculer

Ao = min(ApNJ1, 4+o00[), A1 = min(A1N]1, +00[).

1.b) En déduire que le centralisateur d’un automorphisme A € GLyyp(2,Z) (resp. A €
SLhyp(2,Z)) dans GL(2,Z) (resp. SL(2,Z)) est isomorphe & Z/2Z x Z.
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1.c) On considere les automorphismes linéaires

1 1 2 1
AO_(l 0) et A1—<1 1)

Déterminer deux éléments qui engendrent Centgy,(2 z)(Ao). Méme question pour Centgy,(2,z)(41)
et CentSL(Q’Z) (Al)

2.a) On note AO et Aj les automorphismes de T? définis respectivement par Ag et A;. Montrer
que Ap a un unique point fixe. En déduire que tout élément G' € Centygmeo(T2) (A1)NHomeog(T?)

a un relevement & R? qui commute avec Ag. Montrer que CentHomeO(Tz)(/To) N Homeog (T?) se

réduit & l'identité. Prouver un résultat analogue pour CthHomeo(T%(z&) N Homeog(T?)

o~

2.b) Endéduire ce que sont les groupes Cent g opyeo(T2) (Ao), Centhomeo(T2) (A1) et Centomeo(T2) (A1)
?

2.c)  Quelles sont les racines de Ay dans Homeo(T?) ? Quelles sont les racines de A, dans
Homeo(T?)? et dans Homeo, (T?) ?

Chapitre 5

Exercice 1

Soit (X, d) un espace métrique compact et T : X — X une application continue (pos-
itivement) expansive. On suppose qu’il existe un sous-décalage de type fini o4 irréductible
apériodique défini sur X4 C {1,...,p}N, une application continue surjective H : X4 — X
telle que T'o H = H o o4 et un entier M tel que, tout élément x de X a au plus M antécédents
par H. Montrer que ’entropie topologique de T est égale a I’entropie topologique de o 4.

Exercice 2
Pour tout a €]0, 1[, on définit g, : [0,1] — [0, 1] par

_fartny sizeln],
gal2) = {ﬁ(l —2) sizely1),
1 1
=14 ety=—
oup + «@ T 1+a
1) Dessiner le graphe de g, et expliquer pourquoi {[0,7], [y, 1]} est une partition de Markov
qui définit une semi-conjugaison he : {0,1}N — [0, 1] d’un sous-décalage de type fini sur gq.

2) Calculer l'entropie de g,.

Exercice 3

On définit f :[0,1] — [0,1] par

1) Dessiner le graphe de f et prouver que pour tout n > 1 il existe a,, € N non multiple de 3
tel n(0) =
el que f*(0) = .
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2)  Peut-on construire une partition de Markov (finie) ?

Exercice 4
1) Montrer que

h:x — sin? <m)
2

définit une conjugaison entre f :[0,1] — [0,1] et g :[0,1] — [0, 1] ou

(22 sizel0,1/2],
flz) = {1 — 2z size[l/2,1].

et
g(z) =4z(1 — x).
2)  Constuire une partition de Markov pour g.

3) Soit ¢ :[0,1] — R Expliquer pourquoi il existe ¢ € R tel que presque tout point x (pour
la mesure de Lebesgue) vérifie

1 n—1 )
lim — ! =c.
Glim — ; plg'(z)) =c
Calculer ce nombre et prouver que
lim 1 Z o(r)=c
n—+o0o ﬁFiX(g”) veFix(g™) '
Chapitre 6

Exercice 1

Soit f un homéomorphisme de T?. Montrer que h(f) > sup p(fss)-
0<s<2

Exercice 2

Soit f : I — J un homéomorphisme entre deux intervalles ouverts de R ayant un point fixe
x. Montrer que si f renverse l'orientation, alors  est un point fixe isolé et i(f,x) = 1. Montrer
que si f renverse l'orientation, alors x est un point fixe isolé si et seulement si ¢’est un ensemble
invariant isolé et que i(f,z) € {—1,0,1}.

Exercice 3
Vérifier la formule de Lefschetz pour les itérés de A, ot A est 'automorphisme de T? associé
A 'automorphisme linéaire de R? dont la matrice dans la base canonique est

(1)

Exercice 4
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Soit X une partie compacte connexe invariante attractive (resp. répulsive) d’'un homéomor-
phisme f : U — V entre deux parties ouvertes de R”. Montrer qu’il existe une paire filtrante
réguliere (N, L) qui vérifie la propriété i) (resp. ii)) de la proposition 6.3.1.

Exercice 5
En gardant les notations du paragraphe 5.2 consacré au fer a cheval, construire une paire

filtrante (N, L) naturelle et étudier les endomorphismes f*,s associés (définies au paragraphe
6.3).
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