SYSTEMES DYNAMIQUES : COURS FONDAMENTAL 11

PARTIE I : ENTROPIE TOPOLOGIQUE ET SYSTEMES HYPERBOLIQUES



§1. Entropie topologique

Nous allons associer a toute application continue T° : X — X définie sur un espace métrique
compact un nombre h(T) € [0, +0o0], invariant par conjugaison, qui mesure le désordre de la dy-
namique. Cet invariant, [’entropie topologique, a été introduit par Adler, Konheim et McAndrew
en 1965, par analogie avec I’entropie métrique de Kolmogorov et Sinai.

1.1 Entropie relative par rapport a un recouvrement

Rappelons qu’un recouvrement ouvert d’un espace topologique X est une famille U = (U;);er
de parties ouvertes telle que X = (J;c; U;. Si U C X est ouvert, on écrira U € U s'il existe i € T
tel que U = U;. On dira que le recouvrement V = (V});er est plus fin que U si pour tout j € J,
il existe i € I tel que V; C U;, on écrira alors V =< U. Un cas particulier est la cas ou V est un
sous-recouvrement de U: pour tout j € J, il existe ¢ € I tel que V; = U;. La relation < est un
pré-ordre et on notera ~ la relation d’équivalence associée : U ~V sild <V et V < U.

Si (U’)1<j<n est une famille finie de recouvrements ouverts de X, on peut définir le recou-
vrement \/7_4 U7 dont les éléments sont les Mi<j<n U’ ot U7 € U7. Tl est plus fin que tous les u’ :
Remarquons que si (V7)1<;<p est une famille finie de recouvrements ouverts de X et si V7 <17
pour tout j € {1,...n}, alors \/7_; VI < /7, U7

Si H : Y — X est une application continue entre deux espaces topologiques et sild = (U;)cr
est un recouvrement ouvert de X, on peut définir le recouvrement H~1(U) = (H1(U;))ics de
Y. On a bien évidemment :

- H (Vi W) = Vi HL W)
- VU= H'V)=HU).

Si X est compact, tout recouvrement ouvert I/ admet un sous-recouvrement fini. On notera
alors N (U) le plus petit cardinal des sous-recouvrements finis. Remarquons que :

- N(U) =1siet seulement si X € U ;
- VU= N(V)>NU) ;
N (Vi ) < TTjoy N@9).

De plus, si H : Y — X est une application continue entre deux espaces topologiques
compacts, alors

- N(TTHU)) < NU);
- N(T7YU)) = NU) si T est surjective.

On supposera dorénavant que X est compact et que T' : M — M est continue. Enon(;ons
maintenant le résultat fondamental suivant :

PROPOSITION 1.1.1 :  Pour tout recouvrement ouvert U de X, la suite

%m (N (ani(L{))>
=0

converge. Sa limite h(T,U) est 1’entropie topologique de T relative par rapport a U, elle vérifie :

0 < h(T,U) < In(NU)).



Démonstration Remarquons que la suite (uy)n>1, 00 up = N <\/?:_01 T4 U )), est sous-multiplicative,
elle vérifie upym < Upty,. En effet,

n+m—1 ]
Upsm = N ( \V TZ(L{))
i=0

V(Y ) v (V)
vy ) (Y rw))

< Up U, -

La suite (vp)n>1, o0 v, = In(uy,) est donc sous-additive et positive. Ceci implique que la suite
(“2)n>1 converge et que

. v
0< lim =2 <w.

n—+4oo N

En effet si n > p > 1 sont deux entiers et si n = kp + r est la division euclidienne de n par p on
a

n_k:p+r_kp+kp—|—r_p n

v Vkp + U v v v v
n<kp r<kp TP 77"'

On en déduit

. ) v
limsup — < £ (< wy)
n—+oo M p

puis

. (% . v . ..
limsup — < inf £ < liminf 2.
netoo M T p>l p  notoo n

Enongons maintenant les propriétés principale de cette entropie relative.

PROPOSITION 1.1.2 :  On a les propriétés suivantes :

i) VU= h(T,V)>h(T.U) ;

ii) A(T,U) = h(T,\V"o T~ U)) pour tout m >0 ;

iii) AT, VI T U)) = mh(T,U) pour tout m > 1;

iv) R(T~YU) =h(T,U) si T est un homéomorphisme ;

v) WT,U)=hT, T~YU)) = KT, TU)) si T est un homéomorphisme.

Démonstration L’assertion i) découle immédiatement de 'inégalité
n—1 ) n—1 ]
N (\/ T‘Z(V)> >N <\/ T‘Z(L{)> .
i=0 i=0

Pour montrer ii), posons V = \/7", T~4(U) et remarquons d’abord que

m+n—1 ) n—1 )
V T7' )~ \ T(W),
=0 =0
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ce qui implique que

1 m+n—1 )
WIU) = lim ———ln (N ( \ T@(z@))
=0
. n 1 n-l i
NI -

L’assertion iii) se déduit de 1'égalité

nm—1

n—1 m—1
\/ T ( \/ T‘i(u)> = \/ T7'W).
1=0 1=0 =0
Pour montrer iv) remarquons que
n—1 n—1 n—1
N (\/ Ti(u)> =N <T” (\/ Ti(u)>> =N (\/ Ti(u)> )
=0 =0 =0

et pour montrer v), que

N <n\_/1 T ‘i(T*(u))) =N (T‘l (n\_/lT‘i(u)» =N (n\_/lT—i(u)> .
=0 i=0 i=0

1.2 Entropie topologique
L’entropie topologique h(T") € [0,400] est le supremum des entropies de recouvrement :
h(T) = sup{h(T,U), U recouvrement ouvert de X}.
Enongons les propriétés principales :

PROPOSITION 1.2.1 :  On a les propriétés suivantes :

i) h(ldx) =0 ;

ii) h(T™) = nh(T), pour tout n >0 ;

iii) si T est un homéomorphisme, alors h(T*) = |k|h(T), pour tout k € Z ;
iv) siS :Y =Y estun facteur de T, alors h(S) < h(T) ;

v) siS Y =Y est conjugué a T, alors h(S) = h(T) ;

vi) siY C X est fermé et positivement invariant, alors h(T'|y) < h(T).

Démonstration Si U est un recouvrement ouvert de X, alors pour tout entier n > 1, on a
\/:L:_O1 Idy"(U) ~ U, ce qui bien str implique i).

Pour montrer ii) dans le cas ou n > 1 (dans le cas ou n = 0 ce n’est rien d’autre que i))
remarquons que pour tout recouvrement ouvert U, on a

R(T™,U) < h (T”,n\_/l T‘W)) = nh(T,U),
=0
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ce qui implique
h(T"™, U) < nh(T), nh(T,U) < h(T")

et donc
h(T") < nh(T), nh(T) < h(T™)

en passant aux supremums.
L’assertion iii), se déduit immédiatement de 1'égalité h(T,U) = h(T~1,U).

Pour prouver iv), considérons une semi-conjugaison H : X — Y entre T et S. Pour tout
recouvrement ouvert I/ de Y, et tout entier n > 1, on a

it (Vsen) = Voo
i=0 i=0
ce qui implique que
N (n\_/1 S%U)) =N <n\_/1 Ti(Hl(u))>
i=0 i=0
puisque H est surjective. On en déduit que
h(S,U) = h(T, H *(U)) < h(T)

puis en passant au supremum que h(S) < H(T'). On en déduit alors immédiatement iv).

Pour prouver vi) considérons un recouvrement ouvert V = (V;);er de Y. Pour tout 7 € I, on
peut choisir une partie ouverte U; de X telle que V; = Y NU;. Si on ajoute X \ 'Y a cette famille,
on obtient un recouvrement ouvert i of X. Remarquons maintenant que

N (n\_/ (Tly)™ <v>) <N (n\_/ T-i<u>) .
1=0 1=0

En effet, puisque T(Y) C Y, on sait qu’aucun des ensembles T~¢(X \ Y) ne rencontre Y. Ceci
implique que pour tout sous-recouvrement fini 4’ de \/?;O1 T7"(U), tout élément non vide de
Y NU', U €U, appartient & /=5 (T|y)~" (V) On en déduit que

r(Ty,V) < h(T,U) < h(T)

puis en passant au supremum que h(T|y) < h(T). O

1.3 Recouvrement générateur

Il est bien évidemment difficile de calculer I'entropie topologique a partir de la définition
précédente. Nous verrons dans ce paragraphe d’autres fagons de calculer I’entropie. Nous dirons
qu'une famille (U%),eca de recouvrements ouverts est une famille génératrice si, pour tout re-
couvrement ouvert U, il existe o € A tel que U, =< U. Nous avons bien évidemment :

PROPOSITION 1.3.1 : Si (U*)aca est une famille génératrice de recouvrements ouverts, alors

h(T) = sup h(T,U?).
acA



Un exemple simple de famille génératrice est donné par les recouvrements finis, un autre
exemple est donné, dans le cas ou X est un espace métrique, par la famille (U¢)c~0, o U® =
(B(x,€))zex est le recouvrement par les boules de rayon . Le caractere générateur de cette
famille n’est rien d’autre que le lemme de recouvrement de Lebesgue : pour tout recouvrement
ouvert U, il existe e > 0 tel que toute boule B(x, &) est contenue dans une partie ouverte U € U.
Remarquons d’ailleurs que la fonction € +— h(T,U®) est croissante et donc que

h(T) =sup h(T,U%) = lim h(T,U").
e>0 e—0F

Dans le cas d’un espace métrique, on peut donner une caractérisation des familles génératrices,
grace au lemme de recouvrement de Lebesgue. Définissons le diametre d’un recouvrement U :

diam(U) = sup diam(U),

Ueld

ou
diam(U) = sup d(z,y).

zeU, yeU
Supposons maintenant que U, est une suite décroissante de recouvrements ouverts (U, +1 = Uy,).
Cette suite est génératrice si et seulement si liril diam(U,,) = 0. Dans ce cas, on a

— 100

n

h(T) = lim h(T,Uy,).
n—-—+00
Il arrive qu’une telle suite génératrice peut étre définie a partir d’'un seul recouvrement. On dira
qu'un recouvrement ouvert U de X est un recouvrement générateur si la suite (\/?;01 T U )) o
n_

est génératrice.
PROPOSITION 1.3.2 :  Sild est un recouvrement générateur de X, alors

WT) = WT,U) < +co.

Démonstration On a

n—-4oo

h(T) = lim h(T,n\_/lT—i(u)):h(T,U).
=0
O

La remarque précédente sur la famille (1/¢).~( va nous permettre de donner, dans le cas d’'un
espace métrique, une définition alternative de I'entropie topologique, définition due de fagon
indépendante a Bowen et Dinaburg. Pour tout n > 0 définissons la distance suivante d,, sur X :

_ i i
dn(z,y) = max d(T"(z), T"(y)),
et notons By (z,¢) la boule de rayon € et de centre x. Soient ¢ > 0 et n > 0. On dira qu’un
ensemble fini S C X est (n,e)-séparé si, pour tous points = et y de S, on a d,(x,y) > e.
De méme, on dira qu'un ensemble fini R C X est (n,e)-couvrant si, pour tout z € X, il
existe y € R tel que d,,(z,y) < €. On notera alors s(n,e) le plus grand cardinal des ensembles
(n,e)-séparés et r(n,e) le plus petit cardinal des ensembles (n,e)-couvrants. Enfin, on écrira

N(n,e) = N (Vo T4 U?)). Ces nombres sont naturellement liés, comme l’exprime le résultat
suivant :



PROPOSITION 1.3.3: On a

N(n,e) <r(n,e) < s(n,e) < N(n, %)

Démonstration  Pour montrer la premiere inégalité, choisissons un ensemble R de cardinal
r(n,e) qui est (n,e)-couvrant. Les boules By, (x,¢), x € R, recouvrent X et appartiennent toutes
a \/?;01 T~H(U?). Pour montrer la seconde inégalité, remarquons qu’un ensemble (n, &)-séparé S
de cardinal maximal s(n,e) est nécessairement (n,e)-couvrant. Enfin, pour montrer la derniére
égalité, remarquons qu'une partie U € \/?;O1 T U %) contient au plus un élément de S.

O

COROLLAIRE 1.3.4: On a

R(T) = lim lim llnN(n,zs)

e—0n—+oon

1
= lim limsup — Inr(n, ¢)
e—=0 pstco N

1
= lim limsup — In s(n, €)
e—=0 pstco N

1
= lim lim inf — Inr(n, ¢)
e—=0n—+oon

1
= lim lim inf — In s(n, €).
e—=0n—+oo n

Démonstration  L’égalité
1
MT)=1lim lim —InN(n,¢)

e—0n—+oon

est une conséquence, vue plus haut, du caractere générateur de la famille (U¢).~¢. L'égalité ana-
logue, ou I'on remplace N (n,e) par r(n, ) ou s(n,e) n’est pas nécessairement vraie. Cependant,
la proposition précédente permet d’obtenir les quatre autres égalités.

O

COROLLAIRE 1.3.5 : SiT : X — X est lipschitzienne de rapport 1, ¢’est-a-dire si d(T(x), T (y)) <
d(x,y) pour tous x, y in X, alors h(T) = 0.

Démonstration 1l suffit de remarquer que la distance d,, est la distance d, et que r(n,e) ou
s(n, e) sont donc indépendants de n. O

1.4. Exemples

i) Le décalage de Bernouilli unilatéral :

Notons o : AN — AN (2,,),50 — (Zns1)n>0 le décalage de Bernouilli, ott A est un alphabet
fini de cardinal p > 2. Le recouvrement en p cylindres U = (Uy)qea, avec U, = {x € AN |29 = a}



est générateur. En effet, le recouvrement ?:_01 o~ (U) est formé des cylindres & base {0,...,n—

1}. On a p" cylindres disjoints de diametre qui tend vers 0 quand n — +oc0. Ainsi, on a

h(T) = h(T,U) = lim 1m<N<K7JﬁM0>::hm l1np":1np.
1=0

n—-+4oo 1 n—-+oo n

ii) Le décalage de Bernouilli bilatéral :

Notons o : A% — AZ (zp)rez — (Tpi1)rez le décalage de Bernouilli, ot A est un alphabet
fini de cardinal p > 2. On pourrait montrer qu'’il n’y pas de recouvrement générateur (au sens
donné plus haut). Cependant si on considére le recouvrement en p cylindres U = (Uy,)qca, avec

U, = {x € A% |z = a}, on remarque que la famille (\/?:__ln_H a*i(l/{)> L ot génératrice. Ainsi
nz

h(o)= lim h|o, "\_/ o' U) | = lim h(a, 7{7 O'_i(U)> = h(o,U) = Inp.

nteo i=—n+1 nteo i=0

iii) Endomorphismes linéaires de T*.

On considere 'application T : 2 — px sur le cercle T' = R/Z, ou |p| > 2. On va montrer que
h(T) = In |p|. Puisque h(T?) = 2h(T) et puisque T?(x) = p?z, il suffit d’étudier le cas ol p > 2.
On sait déja que h(T) < lnp puisque T est un facteur du décalage unilatéral sur {1,... ,p}N .
Pour prouver que h(T) = Inp il suffit de trouver un recouvrement U tel que h(T,U) > Inp.
Considérons un recouvrement U par des intervalles ouverts I tels que

1
diam(U) =6 < ——.
iam(U) P

Pour tout I € U, 'ensemble T~1(I) est la réunion de p intervalles de longueur % separés par

des intervalles de longueur 1776 . Puisque § < ITT‘S on sait que pour tout intervalle I’ € U

I'ensemble I’ N T71(I) est un intervalle (éventuellement vide) de longueur < %. Ainsi on a

diam(UVT~H(U)) < %. Le méme argument nous dit que VT~ (U)VT~2(U) est un recouvrement

par des intervalles de longueur < ]% et plus généralement que \/?;01 T~H(U) est un recouvrement
par intervalles et que

n—1 ] 5
(Mm(VT%W0§ —.

=0 p"

On en déduit que U est un recouvrement générateur et que h(1") = h(T,U). Remarquons main-
tenant que

n—1
—1 p n
> >
N(Mﬁ WO_ 5 =P
et donc que h(T,U) > Inp.

iv) Homéomorphismes du cercle.

On va montrer que I’entropie d’un homéomorphisme 7' de T est nulle. Remarquons d’abord
que si U et V sont des recouvrements par des intervalles ouverts de longueur < 1/2, alors on a
NUVV) < NU)+ N(V). En effet, si iU’ et V' sont des sous-recouvrements finis de U et V de



cardinaux respectifs N (U) et N(V), une extrémité gauche d’un intervalle I € U’ est associée & un
unique intervalle, il y a donc N (U) extrémités gauches. De méme il y a N (V) extrémités gauches
d’intervalles J € V'. Remarquons maintenant que si I € U’ et J € V' ont une intersection
non vide, cette intersection est un intervalle et que I'extrémité gauche de cet intervalle est soit
Pextrémité gauche de I, soit lextrémité gauche de J. Ainsi U’ V V' est un recouvrement par
intervalles, en nombre au plus égal & N(U) + N(V).

Fixons 6 € (0,3) tel que d(T~Y(z), T~ (y)) < 1 si d(z,y) < 4. Puisque la famille des
recouvrements par intervalles de longueur < § est génératrice, il suffit de prouver que h(T,U) = 0
pour un tel recouvrement. Mais nous savons que U et T~ !(I) sont des recouvrements par
intervalles de longueur < % On en déduit que U V T~1(U) est un recouvrement par intervalles
de longueur < § et que

NUVTHU)) < NU)+ NTU)) =2NWU).

Une simple récurrence permet d’établir que \/?:_01 T~*(U) est un recouvrement par intervalles de
longueur < § et que

n—1
N (\/ T—i(U)> <nNU).
i=0
Ceci implique, bien str que h(T,U) = 0.

v) Automorphismes hyperboliques de T".

Nous avons le résultat suivant qui sera prouvé plus tard :

PROPOSITION 1.4.1:  Soit A un automorphisme hyperbolique de T". Alors

hA) = lim - (EFix(AY) = 3 ()

noteen 1<i<s

0U A1, ..., As sont les valeurs propres de module > 1.

1.5 Entropie topologique et entropie métrique

SiT: X — X est une application continue définie sur un espace métrique compact, on sait
que l'ensemble M7 des mesures boréliennes de probabilité invariantes est une partie compacte
(pour la topologie faible*) convexe et non vide. On peut définir I'entropie h,(T") de toute mesure
u € M. Nous allons nous intéresser dans cette section au lien entre ’entropie topologique
et les entropies métriques des mesures invariantes. Le résultat principal, appelé usuellement
principe variationnel pour l’entropie, a été prouvé par Goodwyn (une des inégalités) et Goodman
(égalité), nous allons donner une preuve due a Misiurewicz :

THEOREME 1.5.1 : SiT : X — X est une application continue définie sur un espace métrique
compact, alors

hT) = sup h,(T).
HeEMT

Démonstration Nous allons commencer par prouver l'inégalité h,(T') < h(T) pour toute mesure
€ M. Nous utiliserons la régularité de pu.



LEMME 1.5.2 :  Une mesure borélienne de probabilité sur un espace métrique est réquliere :
pour tout borélien A et tout € > 0, il existe une partie fermée F et une partie ouverte U telle
que FCACUet u(U\F) <e.

Démonstration 11 suffit de prouver que I’ensemble C des boréliens qui vérifient la condition du
lemme est une o-algebre qui contient les parties fermées. L’ensemble C est stable par passage au
complémentaire et contient X. Il reste a prouver qu’il est stable par réunion dénombrable. Soit
(Am)m>0 une suite dans C. Fixons ¢ > 0 et choisissons pour tout m > 0 une partie fermée F),
et une partie ouverte U,, telles que Fy,, C Ay, C Up, et u(Up, \ Fin) < £/2™F1. Remarquons que

U Fnc JAnc U Un

m>0 m>0 m>0
et que
+o0o +o0o e
p| U Un\ U Fn §Zu(Um\Fm)<ZW:€
m>0 m>0 m=0 m=0

Ceci implique qu’il existe mg > 0 tel que

M(U Un\ U Fm><5.

m>0 0<m<mg

On en déduit que A € C car U = U,,>¢ Um est ouvert et Up<,<pm, Fm est fermé.

Nous devons montrer maintenant que toute partie fermée F' appartient a C. Remarquons que
F = anl Um ou

1
Um:{xeX|d(x,F)<}
m

est ouvert. On en déduit que

m—-+00o
- m>1

lim M(Um\F):M(ﬂ Um\F) =0.

O
Prouvons maintenant que h,(T) < h(T) si p € Mr. Nous allons en fait montrer que
hu(T) <1+ 1n2+ h(T).
En appliquant cette formule & chaque itéré T, m > 1, on obtiendra
mhy,(T) = h,(T™) <1+In24h(T™) =14+ 1In2 +mh(T).
Il restera alors a diviser par m et a faire tendre m vers +oo pour obtenir
hu(T) < W(T).
Choisissons une partition mesurable P = (P;)i<i<,. Fixons € > 0. Pour tout ¢ € {1,...,7}

on peut trouver une partie fermée @Q; C P; telle que u(P; \ @;) < €. Posons

Q=Xx\ U @, R=0.

1<i<r

10



Nous avons deux partitions Q = (Q;)o<i<r et P’ = (P;)o<i<r telles que u(P;AQ;) < re pour
tout i € {1,...,7}. On en déduit que si € est assez petit, alors

H(P|Q)=H(P'|Q) < 1.

Ceci implique que
hu(T,P) < hyu(T, Q) + H(P|Q) < hy(T, Q) + 1.

Pour tout 7 € {1,...,7} on définit maintenant

UizQOUQFX\( U Qj).

1<j<rj#i

On obtient un recouvrement ouvert U = (U;)1<i<,. Chaque élément

N 75Uy = ) TMQUQi)

0<k<n 0<k<n

du recouvrement \/7Z5 T~ *(U) est la réunion de 2" éléments de la partition \/}—; T~%(Q) (cer-
tains éventuellement vides). Si R est le nombre d’éléments non vides de la partition \/Z;é T7k(Q),
on en déduit que

H, (n\/1 Tk(Q)> <InR<In (2”]\7 (n\/1 T’%U))) .
k=0 k=0

En divisant par n et en faisant tendre n vers 400, on obtient
hy(T,Q) <In2+4 h(T,U) <In2+ h(T),

puis
hy(T,P) <1412+ h(T).

Il reste a passer au supremum pour obtenir 'inégalité cherchée.

hu(T) <1+ 102+ h(T).

Nous allons maintenant montrer ’inégalité inverse

h(T) S sup hM(T)7
HEMT

et pour cela commencer par quelques lemmes.

LEMME 1.5.3:  Soit X un espace métrique compact et (fm)m>0 une suite de mesures boréliennes
de probabilité qui converge vers p pour la topologie faible*. Alors, pour tout borélien A tel que

w(0A) =0, on a
lim jim(A) = u(A)

m—-+00

Démonstration Définissons une suite de fonctions continues (f)r>1 sur X, en posant

fr :x— max(l — kd(z, A),0).

11



La suite (fx)r>1 est décroissante et converge vers la fonction caractéristique x. Pour tout k > 1,
on a

timsup i (4) < limsup [ fudpn = tim [ fidum = [ frdp.

m—-400 m—-+00

Ceci implique que

. < . — . — 7 .
limsup i (4) < inf [ fidu = lim [ fidp=p(A)

m——+00

Le méme raisonnement appliqué au complémentaire de A nous dit que

liminf p,(A) > p(Int(A)).

m—-+00

Puisque, par hypothese on a u(A) = u(Int(A)), on peut conclure. O

LEMME 1.5.4 : Soit X un espace métrique compact et p une mesure borélienne de probabilité.
Pour tout e > 0, il existe une partition borélienne P = (P;);er telle que pour tout i € I, on a
diam(P;) < e et p(0F;) = 0.

Démonstration Pour tout z € X il existe e, €]0,¢/2[ tel que
p({z' € X |d(z,2') =e,}) =0.

ce qui implique que p(0B(z,e;)) = 0. Considérons un sous-recouvrement fini (U;)i1<i<, du
recouvrement (B(x,e;))zex et définissons une partition mesurable (P;)i<i<, en posant

P=U\ | U

1<i' <3

Chaque U; a un diametre inférieur a € et sa frontiere est de mesure nulle puisqu’elle est incluse

dans Ulgigr 8U1 Od

LEMME 1.5.5 @ Pour tout € > 0, il existe u € M tel que

hu(T) > limsup 1 In (s(n,e))).

n—+oo N

Démonstration Pour tout n > 1, choisissons un ensemble (n,e)-séparé S,, de cardinal s(n,e).
Considérons ensuite les mesures
2 0

.’EESTL

1
s(n, )

Vp =

et
1 n—1 ]
Hn = — Z T:(VN)'
n “
=0
On peut trouver une suite strictement croissante (ny)r>o dans N telle que, d’une part, on ait

1 1
lim —1 =i ~1
G n (s(nk, €)) imsup - n (s(n,))
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et telle que, d’autre part, la suite (fn, k>0 converge pour la topologie faible* vers une mesure de
probabilité u. Cette mesure p est invariante. En effet, pour toute fonction continue f : X — R,
on a
1
[(oT=pydp=tim [(foT = fydun, = lm — [(foT™ — f)dv, =0,
k—+o00 k—-+00 Ny,

puisque
[rorms v,

(nous venons de refaire 'argument de la preuve du théoréme de Krylov-Bogolioubov). Nous
allons montrer que p satisfait la conclusion du lemme.

Fixons une partition borélienne P = (P;);cs telle que pour tout ¢ € I, on ait diam(P;) < e
et u(0PF;) = 0. On va montrer que

<9
< g"gygglf(w)l,

h,(T,P) > limsup ! In(s(n,e)),

n—4too N

ce qui prouvera le lemme puisque h,(T') > h,(T,P). Définissons la suite de partitions (P")n,>1
ot P" = /7= T~%(P). Chaque élément de P" contient au plus un point de S, ce qui implique
que

H, (P")=1Ins(n,e¢).
SOUS-LEMME 1.5.6 :  Pour tous entiers ¢ <n, on a ¢H,, (P") < nH,, (P?) + 2¢* In(§]).

Démonstration Fixons ¢ > 1. Pour tout » < g on a

(JvlT Jjq—r qu ) (\/ T—z > v ( n\—/l T—z(P)) ’
Jj=0 i=qJr+r

ou J, est Uentier tel quen — 1 —q¢ <r+¢J, —1 <n —1 On obtient

Jr—1 r—1 n—1
Hy, (P") < 32 Hy (T (PD) + 32 Hy (T7(P) + 3. Hy, (T7(P)
=0 i=0 1=qJr+r
Jr—1
< > H, (T7977(P)) + 2qIn(4]).
=0

En sommant sur r, on obtient

Z H, PY)) + 2¢% In(41).

Puisque ¢ : t +— —tlnt est concave sur [0,1], on sait que pour toute partition borélienne
Q= (Qj)jes on a
H,,,(Q) =Y ¢(kn(Q)))

jeJ

-3 (S @)
jeJ =0

> - Z¢>(T’ vn)(Q)))
]EJ

=0
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et on en déduit que

1 n—1 » 1 n—1
S H, (TP = 3 Hyy,, (PY) < H, (PY).
=0 =0

On a donc prouvé que

[u—

1 1 0 o2
nfkh'l (S(nk,E)) = ;kHV"k(P k) S 6H“"k(7) )+ nikln(ﬁ_[)
Puisque la frontiere de chaque élément de P9 est de mesure nulle, on obtient, en faisant tendre

k vers +oo :

lim sup 1 In (s(n,e)) < EHN(P(]%
q

n—-—4oo M

Faisons tendre maintenant g vers +o0o, pour obtenir

limsup — In (s(n, €)) < h (T, P) < hu(T).

n—-+oo N

La preuve de la seconde partie du théoreme, c’est-a-dire I'inégalité

sup 1y (T) > ()
HEMT

découle alors immédiatement de 1’égalité

1
h(T) = lim limsup — In s(n, &).

e—0 n—+oo N

|

On peut se demander si I'entropie topologique est atteinte par une mesure, c’est-a-dire s’il
existe une mesure p € Mg telle que h,(T) = h(T). Ceci serait vrai, si I'application p +—
h,(T) était continue pour la topologie faible* puisque M est compact ou méme semi-continue
supérieurement. Malheureusement cette application n’est généralement pas continue et il se peut
que 'entropie topologique ne soit pas atteinte. Cependant, comme nous allons le voir, c’est le
cas des que Papplication T est ezpansive, c’est-a-dire s’il existe e (constante d’expansivité) tel
que pour tous points distincts x and y, il existe n > 0 tel que d(T"(z), T"(y)) > €o.

PROPOSITION 1.5.7 :  SoitT : X — X une application expansive définie sur un espace métrique
compact X. Il existe u € My tel que

Démonstration On vérifie facilement que le recouvrement U*! par les boules ouvertes de rayon
€1 est générateur, si 2e; est une constante d’expansivité. On en déduit que

WT) = W(T,U) = lim ~In(N(n,e1))

n—4+oo n,
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oll
n—1
N(n,e) =N (\/ u€.>
=0
On a vu précédemment que N(n,e) < s(n,e) et donc que

1
h(T) < limsup — In(s(n, 1)),

n—+oo N

et on vient juste de voir qu’il existe une mesure y € Mr telle que

1
hu(T) > limsup — In(s(n,e1))

n—+4oo N

|

En fait dans le cas d'un systéme expansif, I'application p +— h,(T) est semi-continue su-
périeurement. Les cas les plus simples de systéemes dynamiques expansifs sont donnés par le
décalage de Bernouilli unilatéral o : AN — AN ot A est un alphabet fini de cardinal p > 2,
et les endomorphismes du cercle T : = — pz, ou |[p| > 2. Dans le premier cas la mesure
équidistribuée telle que la mesure d’un cylindre

C(m,ap,ai,...,am) = {(Tn)n>o0|xi = a; si i <m}

vaut -1 a une entropie égale & Inp = h(o), dans le second cas la mesure de Lebesgue a une
entropie égale a In|p| = h(T'). On peut se demander également si I’entropie topologique peut-
étre atteinte par plusieurs mesures. La réponse est évidement oui (pensons au cas ou 'entropie
est nulle et ou il y a plusieurs mesures invariantes, une rotation d’angle rationnel par exemple)
ou plus simplement, méme dans le cas d’une entropie strictement positive, prenons la réunion
disjointe de deux systemes dynamiques. Nous verrons cependant que pour les systemes “hyper-
boliques” il n’y a généralement qu'une seule mesure invariante d’entropie maximale. Nous allons
commencer par un modele-type de ces systemes, les sous-décalages de type fini.
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§2. Sous-décalages de type fini
2.1 Entropie topologique des sous-décalages de type fini

On s’intéressera aux sous-décalages bilatéraux, on pourrait définir de méme les sous-décalages
unilatéraux. On se donne une matrice carrée A = (4;;);; d’ordre p a coefficients égaux & 0 ou
1. L’ensemble

Xa={i=(ip)rez € {1,...,p}% | Ay iy, = 1 pour tout k € Z}.

est fermé et invariant par le décalage o : (ix)gez — (ik+1)kez. La restiction o4 = o|x, est un
sous-décalage de type fini.

On supposera qu’il existe toujours un 1 sur chaque ligne et sur chaque colonne, ce qui implique
que pour tout i € {1,...,p} et pour tout ko € Z, il existe i = (ix)rez € Xa tel que iy, =i. Un
mot de longueur n est une suite w = (ix)o<r<n dans {1,...,p}. Ce mot joint iy a iy. Nous dirons
quun mot w = (ix)o<k<n est admissible $’il peut étre étendu & une suite i = (ig)kez € Xa,
c’est-a-dire si A;, ;, ., = 1 pour tout k € {0,...,n—1}. Les cylindres qui engendrent la topologie
de X 4 sont les cylindres admissibles qui s’écrivent

Ci = {7 = (ii)rez € Xalihir, = ik pour tout k€ {0,....n}},

ol w = (ix)o<k<n €st un mot admissible et ky € Z, la base d’un tel cylindre est {ko,...,n+ko}

Nous allons chercher a calculer 'entropie topologique de 7. Commengons par le lemme
suivant

LEMME 2.1.1 :  Pour tous i, j dans {1,...,p}, le nombre de mots admissibles de longueur
n > 1 qui joignent i a j est égale a A7; le coefficient (i, j) de A™.

Démonstration En effet,

no_ AL ) .
Ai,j - Z A1711A21,12 .- -Aznfm'
1<ii<p,..., 1<in—1<p

Remarquons maintenant que A;;, A;, i, ... Ai,_, j vaut 1si (4,41,...,i,—1,7) est admissible et 0
sinon. O

ProrosiTION 2.1.2 :  L’application o4 est positivement transitive si, pour tous i, j dans
{1,...,p}, il existe n > 1 tel que AZJ» > 0. Dans ce cas, on dira que A est irréducible.

Démonstration Considérons les cylindres CY = {i € Xa|ig = i}. Si o4 est positivement
transitive, alors, pour tous i, j dans {1,...,p}, il existe n > 1 tel que CY N 02”(0]0) # (). Ceci
signifie qu’il existe un mot admissible de longueur n qui joint ¢ a j. Par le lemme précédent, cela
signifie également qu'il existe n > 1 tel que A7}, > 0.

Réciproquement, supposons que pour tous 4, j dans {1,...,p}, il existe n > 1 tel que AZj # 0.
Soient Cko et Cff,) deux cylindres. Quitte a prendre des cylindres plus petits, on peut supposer
que la base commune de C et C’:ﬁ’ est {—N,..., N}. Il existe un mot admissible w” de longueur
n > 1 qui joint la derniére coordonnée de w & la premiere coordonnée de w’. Ceci implique que
le mot ww”w’ construit par assemblage est admissible. Ainsi C*0 0 o2 _"(CZZ‘?) # 0. ]
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Avant de donner la formule de I’entropie topologique de o 4 rappelons la définition du rayon
spectral

PROPOSITION 2.1.3 : Soit E un espace vectoriel réel ou complexe de dimension p et L(E)
Uespace des endomorphismes de E. Si || || est une norme sur L(E), alors pour tout L € L(E),
la suite (||L”||%)n20 converge et sa limite p(L) ne dépend pas de || ||. C’est le rayon spectral
de L, il est égale au plu grand module des valeurs propres (complexes) de L. De plus, pour tout
e > 0 il existe une norme || || sur E telle que ||L|| < p(L) 4+ € ot | | est la norme d’opérateur
associée :

L] = max [|L(0)]]

Démonstration Les normes sur L£(F) étant toutes équivalentes, les quantités

lim inf || L™| %, lim sup || L™| 0
n—-+oo n—-+oo

ne dépendent pas de la norme || ||.

Commencons par prouver le résultat dans le cas ou E est un espace vectoriel sur C. Choisis-
sons une valeur propre A € C de module maximal et remarquons que liminf,, ||L”||% > |
si|| || est une norme d’opérateur. Pour montrer que limsup,,_, . ||L"||» < |A| il suffit de trou-
ver, pour tout € > 0, une norme || || sur E telle que ||L|| < |\| + & pour la norme d’opérateur
associée. On sait qu'il existe une base (v;)1<i<p dans laquelle la matrice de L, notée A, est trian-
gulaire supérieure. Quitte & choisir 6 > 0 petit et a remplacer (v;)1<i<p par la base (5i_1vz~)1§i§p,
on peut supposer que les coefficients non diagonaux de A ont tous un module inférieur a &/p.
Considérons la norme

Joll = s Joi,
ou les z; sont les coordonnées de v de (v;)1<i<p €t remarquons que ||L(v)|| < (|A| + ¢€)||v|-

Pour étudier le cas ou E est un espace vectoriel sur R on considere ’extension
Lc :u+iv— L(u) 4+ iL(v)

au complexifié Fc ~ E + iE. Chaque norme || || sur E¢ induit une norme sur E et on a
limsup,, ;o [|[L™]|» < |A|. L’inégalité inverse est évidente si on peut choisir A € R. Sinon, on
considere un vecteur propre w = u + v associé a A. On a

A [Jwll < L™ ()] + [[L" ()

ce qui implique que liminf, | HL”||% > |l

PROPOSITION 2.1.4 : L’entropie topologique de o4 vérifie

h(o4) = In p(A).
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Démonstration Considérons le recouvrement ouvert U de X 4 formé par les p cylindres (C’? )i<i<p-

Comme dans le cas du décalage de Bernouilli o, on remarque que la famille (V?:__ln 41 a;"(u ))n>0

est génératrice et donc que

n—1 2n—2
hoa)= lim h|oa, \/ oi'U)|= lim h(aA, \ a;i(U)>—h(aA,U).

n—+00 . n—+o0 ;
1=0
Remarquons maintenant que le recouvrement \/? ' o 3*(U) n’est rien d’autre que le recouvrement
q q i=0 04 q
par les cylindres admissibles CO de base {0,...,n — 1}. Ils sont bien siir disjoints deux-a-deux
et il y en a exactement

n—1
N (\/ a;"(u)> => AL
i=0 i,j
L’équivalence des normes dans un espace de dimension finie nous dit qu’il existe ¢ > 0 et C > 0
tels que
cl|M| <D 1Ml < Ol M,
ihj

pour toute matrice carrée d’ordre n. Ainsi, pour tout n > 1, on a

n—1
clAH < N <\/ UAi(U)) < o)A,
i=0
ce qui implique la proposition. O

2.2 Mesures de Markov, mesure de Parry
Commencons par rappeler ’énoncé du théoreme de Perron-Frobenius.

PROPOSITION 2.2.1 :  Soit A une matrice carrée d’ordre p a coefficients positifs. On suppose
qu’il existe N > 1 tel que les coefficients de AN sont tous strictement positifs. Alors :

i) la matrice A a un vecteur propre v a coefficients strictement positifs et tout vecteur propre
a coefficients positifs est un multiple de v ;

i) la valeur propre X correspond a v est simple et strictement positive et tout autre valeur
propre N vérifie |N'| < \.

Démonstration Considérons le cone
C={x=(z1,...,2p) e R’ | 21 >0,...,2, > 0}.

Fixons un hyperplan affine H qui rencontre Int(C') et dont la partie linéaire ne rencontre C'
qu’en 0 puis définissons la partie compacte convexe Cy = C N H, par exemple prenons

H={(r1,...,2p) ERF [ z1 + ... +2p =1}

Puisque les coefficients de AV sont strictement positifs, on a Av # 0 pour tout v € C'\ {0}.
Par conséquent A induit une application continue Ay : Cyg — Cp définie par

RAp(z) = A(Rx),
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et les points fixes de Ay correspondent & des vecteurs propres.
Rappelons que le birapport [a, b, ¢, d] de quatre points sur une droite affine A de RP est

(d—a)(c—0b)

a-bed) = )

pour n’importe quel systeme affine de coordonnées sur A. Ce nombre est également invariant
par homographie.

Si z et 2/ sont deux points distincts de Int(Cp), on considére la droite A passant par x et
a’ puis les deux points a et b de A N Fr(Cpy), le point a choisi du coté de x et le point b du
coté de 2’. On a donc [a,b, z,2'] > 1 et on peut définir dg(x,2’) = In([a, b, z, 2]) puis poser par
extension dg(xz,x) = 0. Il n’est pas difficile de voir que dy est continue.

Le fait que A est & coeflicients positifs implique que pour tous = et 2’ on a

dy(Ag(z), Ag(2") < dg(z,2)).

C’est évident si Ay(x) = Am(z'), expliquons pourquoi c’est encore vrai sinon. Notons A’ la
droite passant par Ay (z) et Ay (2’), puis o’ et b’ les points de A’NFr(Cy), le point a’ choisi du
c6té de z et le point b' du c6té de z’. Remarquons que Ag(ANCy) C A’ N Cx et que le point
a est situé entre a et = (resp. entre b et z’) et donc que

[AH(a)7 AH(b>7 An (:B)? A (.CI?/)] < [alv bl? Apn (:U)v A (.CE/)]

avec égalité si et seulement si Ay(a) = o’ et Ay(b) = b'. Remarquons de plus que Ay induit
une homographie entre A et A’ et donc que

[Ag(a), Ag(b), Ag(z), Ag(z)] = [a, b, z, 2'].

Puisque AV est & coefficients strictement positifs, on sait que A%(CH) est une partie com-
pacte de Int(Cy). Les inégalités précédentes sur les birapports impliquent que d(AN.(x), AN (2')) <
d(xz,z') if x # 2/. En particulier Ay a au plus un point fixe. Pour montrer l'existence d’un tel
point, considérons un point v ou la fonction x +— d(z, Ay (z)) atteint son minimum. Il doit étre
fixe puisqu’on aurait d(AN(v), AN (v)) < d(v, Ag(v)) dans le cas contraire, en contradiction
avec la propriété d’extremum.

Remarquons maintenant que pour tout voisinage U de v dans Cp, il existe n > 1 tel que
A} (Ch) C U. En effet, la suite (A% (Ch))n>0 étant décroissante, 'ensemble K = (>0 A% (Ch)
est compact et vérifie Ag(K) = K. Nous voulons montrer que K se réduit a v. Dans le cas
contraire on pourrait trouver v' € K qui maximise x — dg(x,v), mais ce point ne pourrait pas
avoir d’antécédent par A% dans K. (En fait on aurait pu montrer, mais cela aurait demander
plus de travail, que dy était une distance et que Ag était contractante, puis utiliser le théoreme
de point fixe de Picard.)

Puisque v = Apn(v), ce point est a U'intérieur de Cp, et nous avons montré 'assertion i).
Nous voulons maintenant prouver ii). Notons alors A la valeur propre associée & v. De fagon
similaire, nous savons que A’ a un unique vecteur propre f a coefficients strictement positifs qui
vérifie >°F_, fiv; = 1. On peut identifier v & un vecteur et f & une forme linéaire qui vérifient
foA=Xfet f(v) =1. En appliquant la premiere égalité a v, on trouve \* = A. L’hyperplan
Ker(f) est invariant par A et son intersection avec C' réduite & 0. Pour montrer ii) il suffit de

prouver que p (A\Ker( f)) < \. Considérons I'hyperplan affine H = v+ Ker(f) et remarquons que

1
Ag(v+w) = vt qw.
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Il existe € > 0 tel que v +w € Cy si w € Ker(f) vérifie |[w| < e. En appliquant ce qui a été dit
plus haut au voisinage

U={v+w,weKe(f), lu] < S},

on sait qu’il existe n > 1 tel que A% (Cy) C U. En particulier pour tout w € Ker(f),

n 1 n
lwll < e = [[A"(w)]| < SeA

et donc )
I\ »
IO<A|Ker(f)> < <2) A
O
Remarques
i) Pour tous ¢, jin {1,...,p} on a
1 1 AT
n—l>r—|r—looﬁ &Y sz]
En effet, on a
L
nllgloo 3 A" =w
et
lim —A"w =
n—+oo A\
pour tout w € Ker(f).
ii) Si les coefficients de A sont formés de 0 et de 1, alors A > 1. En effet
pAN > Tr(AY) > p.
iii) Si A est une matrice stochastique, c’est-a-dire si >0 | A; ; = 1 pour tout j € {1,...,p},

alors A = 1. En effet ’hyperplan
H={(z1,....,2p) e R? | &1+ ...+ 2, =1}

est invariant par H. Les applications A et Ay coincident, le point fixe de Ay est un point fixe
de A.

Le décalage de Bernouilli admet beaucoup de mesures invariantes, nous allons nous intéresser
a certaines d’enre-elles les mesures de Markov
Soit M = (M; ;); ; une matrice stochastique d’ordre p. On a vu plus haut que

H={(z1,...,2p) e RP | x1+...,2p =1}

était invariant par M et que la partie compacte convexe Cy était positivement invariante.
Puisque M|p est affine, on montre facilement que H a au moins un point fixe v dans Cy (et
on sait de plus que ce point est unique s’il existe une puissance de M a coefficients strictement
positifs). On vérifie facilement que le vecteur f = (1,...,1) est fixe par M?.
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PROPOSITION 2.2.2 : 1] existe une mesure borélienne de probabilité u telle que pour tout w =
(i, ... im) € {1,...,p}™* et tout ko € Z, on a

m—1
IU’(C’lIf)O) = <H Mik7ik+1> vinL'
k=0
Démonstration Pour w = (ig, ..., im) € {1,...,p}™ L et i € {1,...,p} écrivons
iw = (3,00, -+, in), Wi = (0, in).

Puisque v € H, on sait que pour tout kg € Z, on a

P
k
ZN(QO) =1
i=1
On peut remarquer également que pour tout w = (ig,...,%,) € {1,...,p}™ ! et tout ky € Z,

on a »
n(C) = Zu (Cls™) = Y- ulCly).
=1

La premiere égalité est une conséquence du fait que M est une matrice stochastique, la seconde du
fait que v est un vecteur propre de M associée a la valeur propre 1. Grace au théoreme d’extension
de Caratheodory, on sait qu’il existe une unique mesure borélienne de probabilité définie par
ces relations. Cette mesure est bien évidemment invariante par le décalage. Le coefficient M; ;
représente la probabilité d’étre dans CZQ au temps k — 1 sous la dynamique si on est dans CJQ au
temps k.

O

PROPOSITION 2.2.3 :  Dans le cas ot il existe une puissance de M dont les coefficients sont
strictement positifs, la mesure v est mélangeante.

Démonstration 11 suffit de prouver que

lim p(CE Mo (C9)) = p(CRO)u(C,)
n—-+00
pour tous cylindres C* and CZ?. Supposons que w = (ig,...,im) et w' = (iy,...,1,,). Si
n >m+ ko — k(, alors
kot ! m'—1
k n m—Kko
M(Cwo No - n / (H Mzk,zkH) il ¢ H Mi;@,ijﬁ_l Ui:n,
k=0
k/
= n(Ca?)n(Cy),

puisque, comme on I’a vu dans le remarque qui suit la proposition 2.2.1, on sait que

lim M =

n—00 m
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Supposons que A est une matrice carrée d’ordre p a coefficients égaux a 0 ou 1 et que
Ai,j =0= Mi’j =0

. Le support de la mesure p est inclus dans X4 car tout cylindre non admissible est de mesure
nulle, ainsi p est une mesure invariante de o 4.

S’il existe N > 1 tel que les coefficients de AN sont strictement positifs, il existe alors une
valeur propre réelle A = p(A) > 1 plus grande strictement que le module de tout autre valeur
propre. On dit alors que A est irréductible et apériodique. Dans ce cas, il existe une mesure de
Markov particuliere appelée mesure de Parry. Soient v un vecteur propre a coeflicients positifs
(et donc associé a A) et f un vecteur propre de A* & coefficients positifs (donc associé également
a \) tels que P, fiv; = 1. Considérons la matrice M, ou

Aijfi

M, = .

C’est une matrice stochastique car
J
> Aijfi =M,
i=1

la mesure de Markov associée est la mesure de Parry 4, elle est supportée sur X 4. Le vecteur
propre de M qui est dans CNH est (fivi,..., fpup). Par exemple si A; ; = 1 pour tout (4, j),
alors A = p et v; = f; = —=. Dans ce cas la mesure de Parry est la mesure équidistribuée.

La mesure de Parry maximise l’entropie :

PROPOSITION 2.2.4: On a
hua(04) = h(oa) = In p(A),

Démonstration  Commengons par rappeler la valeur de 'entropie métrique d’une mesure de
Markov

LEMME 2.2.5 : Si u est une mesure de Markov définie par une matrice stochastique M =
(M; j)i; et un vecteur fivze v = (vl, e ,vp) a coefficients positifs, alors

ZMwln 0§ )V;

Démonstration  La partition P = (C )1<l<p étant génératrice, on a

hu(o) = hy(o,P) = lim H,(P| \! g*i(p

n—-+o00
Mais

¢ —1 0 (Cl% 11 )
H,(P| y10 (P)) = — Z w(Ciy iy i) In ((Cl)>

10,81 50+ im, 1155tn

- Z ,u 10,11, -l )ln( 20,21)

20,81 ,---0

:—Z,LL ’Lo’Ll 'LOZI)

10,81

- — Z Mi,j In Ml
.3
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Appliquons le lemme & la mesure de Parry, on trouve

i Aijfi
hu(oa) == )\}]f n ( /\}]f ) v; fj

,J

—Z (Ai;f) +Inf; +1n ) iv&fi”f.
Mais y fZ’U] A fiv;
%;—hl( ijfi) — :_;lnfi’T:_Xi:lnfifiUia
Zl n fj—5—= ’jfzv] =2 Inf; fiv;
J
et

Ai j fiv;
%}m&f = 1nA§i:fm =In\.

O
En fait, c’est la seule mesure qui maximise ’entropie.
PROPOSITION 2.2.6 :  La mesure de Parry pa est la seule mesure pn € Mg, telle que hy(o4) =
h(oa).
Démonstration Supposons qu'’il existe une mesure p € M, telle que h,(ca) = h(oa) et

1 # pa. Cette mesure n’est pas uniformément continue par rapport & p4. Sinon, on pourrait
écrire du = fdua ot f € Li(pa) est invariante par 7. Mais pa étant ergodique f devrait étre
constante, égale a 1. Puisque p n’est pas uniformément continue par rapport a p4, il existe un
borélien B tel que pua(B) = 0 et u(B) > 0. De la méme fagon qu’on a montré que pg et p
étaient régulieres, on peut construire une suite (B;);>o formée de réunions finies de cylindres,
telle que lim;— oo p(By) = p(B) et limy,— 400 ppa(Br) = pa(B) = 0. La partition P = (C?)1<i<p
étant génératrice, on sait que

2n— n—
h(T) = hy(T,P) = lim %HM ( \/1Ti(7’)> _ %H ( \/1 Ti(P)) _
i=0

neo i=—n+1

Remarquons que pour tout cylindre admissible C’fuo on a

m—1
pa(CR) = (H Aik7ik+1> JigVipg A~ 2> CXT™
k=0

ou C = infiyj fﬂ}j > 0.

LEMME 2.2.7 :  Pour toute famille (z;)1<i<p de nombre positifs
p p P
in =a= —inlnxi <aln () .
, , a
=1 =1
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Démonstration La fonction ¢ : ¢+ —tlnt étant concave sur (0, 400), on a

LN (e < — (2= i) (S} _ ey (P
p;gb(m’)é ( P )l( p >_pl (a>

1=

|

Fixons [ and choisissons n assez grand pour que B; soit réunion d’éléments de P, =
n—1 —1
i:—n-‘rlT (P)

On peut écrire

Hy(Po)= Y. ouP)+ Y.  oulP)

PePn,PCB PEP,,PZ B
< u(B)n (ﬂ({P < Z‘ég < Bl})) +(1— u(By))In (WP(T TZ(];;)Z) Bz}))

2n oy
< u(B)n (W) (- pu(B))n (Acg - Zéﬁl;))

= (B In (‘Z‘(g” +(1—pu(B))n <((11__’jf((£;)))) +2nIn )\ —InC

Remarquons maintenant que cette quantité est inférieure & 2nIn A si [ est assez grand. On a une
contradiction puisque

. 1 2n—1 » . 1 n—1 »
hu(T) = 71115 %Hu <l\:/0 T (73)> = Tlgi %HM ( \/ T (7))) ‘

i=—n+1

2.3 Croissance des orbites périodiques

On se donne la-encore une matrice carrée A = (A; ;);; d’ordre p a coefficients égaux a 0 ou
1, et on veut étudier les points périodiques de o 4.

LEMME 2.3.1 : Pour toutn >1, on a

tFix(o’) = Tr(A"™).

Démonstration ~ Remarquons que les points fixes de ¢f sont naturellement associés aux mots
admissibles de longueur n dont les extrémités sont égales. Ainsi, d’aprés le lemme 2.1.1, on a

tFix(o"}) = Z Al = Tr(A™).
1<i<p

|

Dans le cas ou A est irréductible et apériodique, on en déduit que h(o4) indique le taux de
croissance des orbites périodiques :
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PROPOSITION 2.3.2 : 57 A is irréductible et apériodique, alors

lim 2 In (§Fix(0])) = h(oa) = In p(A),

n—-+oo n

Démonstration En effet, on a
fFix(o}) = Tr(A™) = > A},
1<i<p
ol A1, ..., A, sont les valeurs propres de A. Ceci implique que

L (o)

n—+o0 AP

=1.
O
Le résultat qui suit nous dit que p4 est la limite, pour la topologie faible®, des mesures
équidistribuées sur les orbites périodiques.

. . 1
PROPOSITION 2.3.3 : On a HA = hmn_,+oo Hn, OU [y = W Z (5{

i) i€Fix(o7)

Démonstration On doit prouver que pour tout cylindre CZZO, on a

lim 1, (C?) = pa(CR).

n—-+o0o

Ecrivons P, = Fix(c"}) et rappelons que #P, = Tr(A™). Fixons w = (ig, . .. ,im) € {1,...,p}™ "
Pour tout n > m, on a

k
ko — ﬁ(Pn N CwO)
1 m—1
= — A AT
TI'(An) (kn) k> k+1> Tm 20
On a vu que
. 1 ny
ngr}rqoo ﬁTr(A )=1
et
. 1
lim —A? , =, fi-

n——+o00 )\’I"L 1m0

Ainsi, on a

n—-+00o

m—1
) Vi fi
lim Nn(cﬁzo) = (H Aikvik-‘rl) )\mo
k=0

m—1
= (H Mikvik+1> Uimfim = /LA(C!ZO).

k=0
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§ 3. Partitions de Markov

On va étudier dans cette section des systemes dynamiques qui sont facteurs de décalages
de type fini. Ce n’est pas toujours le systéeme dynamique qui est un facteur mais une partie de
celui-ci, parfois la partie la plus intéressante : ’ensemble des points non errants. La situation se
présente généralement ainsi. On se donne un systéme dynamique topologique T : X — X. On
écrit X = (U;c; R; comme réunion finie de parties fermées dont les intérieurs sont mutuellement
disjoints. Une suite 7 = (i, )n>0 € I code orbite d’un point z € X, si T"(z) € R;, pour tout
n > 0. Une “bonne” décomposition est une décomposition pour laquelle, pour tout i = (i, )n>0 €
IN Tensemble H (i) = (>0 T "(R;,) contient au plus un point. Dans ce cas, 'ensemble Z des
suites ¢ pour lesquelles H_@) est non vide est invariant par le décalage o, et il est fermé si X
est compact. Si on écrit H(z) = {h(i)}, on obtient une semi-conjugaison h : Z — X de o]z &
T. Remarquons que si T' : X — X est expansif et si X est compact, alors toute décomposition
formée de parties fermées de diametre suffisamment petit est une bonne décomposition. Une
bonne décomposition est intéressante si la dynamique sur Z peut étre décrite précisément. Nous
verrons plusieurs cas ou Z est 'ensemble

Xa={i=(ip)ren €{1,...,p}? | Aiy iy, = 1 pour tout k € Z}.

définie par une matrice carrée A = (A;;);; d’ordre p a coefficients égaux a 0 ou 1 et ou T’
est donc un facteur d’un sous-décalage de type fini. On a dans ce cas une décomposition (ou
par abus de langage partition) de Markov. Un exemple-type est la partition de Markov T' =

Uo<i<p ([%, %] + Z) qui est associée T' : x — px. Ici, c’est le décalage sur {1...,p}N qui code
les orbites de T'. Bien sur on peut définir de méme des partitions de Markov pour des systemes

inversibles avec codage dans IZ.

3.1 L’application logistique
La famille logistique (fx)a>o0 est définie ainsi :

fL :R—>R

x— Ax(l—z).

Commencgons par énoncer certaines propriétés simples. Remarquons d’abord que tout point a
au plus deux antécédents, que 0 est un point fixe de f) et que 1 est envoyé sur ce point fixe.
Notons aussi que [0, 1] est positivement invariant si et seulement si A < 4. Dans le cas ou A > 1,
remarquons que la suite (f}(z))n>0 est décroissante et que nkrfoo f(z) = —oo. Cette derniere

propriété est encore vraie si x > 1 car fy(x) < 0. L’ensemble des points d’orbites bornées est
donc X = >0 fy "([0,1]), c’est une partie compacte incluse dans [0, 1], égale a cet ensemble
si A < 4 et non connexe si A > 4. Tout point x ¢ X vérifie lirf (z) = —oc.

n—-+0oo

Le cas le plus intéressant est le cas ou A €]0,4[, il y a une tres grande richesse des dynamiques
possibles, c’est une famille étudiée par grand nombre d’auteurs. Dans le cas, ou A = 4, on peut
montrer que fy|j ] est un facteur du décalage de Bernouilli sur {0, 1} & ’aide de la partition
de Markov {[0,1/2],[1/2,1]}. Le cas A > 4 est encore plus simple car on peut montrer, a l’aide de
la méme partition de Markov, que fy|x, est conjuguée au décalage. Nous allons en donner une
preuve dans le cas o1 I > 2 + /5. Dans cette situation, on aura |f}(x)| > 1 pour tous = € X.
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PROPOSITION 3.1.1:  Supposons que X\ > 2 + /5. Pour tout i = (in)n>0 Ul existe un unique
point x = h(i) € X tel que pour tout point n >0 on a :

Lapplication h est un homéomorphisme de {0, 11N sur Xy = M, /5 "([0,1]) qui induit une
conjugaison entre le décalage de Bernouilli o et fy|x, .

Démonstration. Les solutions de 1’équation f(z) = 1 sont

On en déduit que f~1([0,1]) = Ag U Aq ot

1 1 1
AoZloy— —], Ay =

2 V4 A 4 A

14_111
2 T

Ainsi,

m =2\

i_§:m>¢<z+m 42+5) = 1.

Fixons ¢ = (in)n>0. On en déduit que, pour tout N > 0, ensemble Ngep<ny f"(Ai,) est un
intervalle de longueur < m~". Ceci implique que M,>¢ f "(A;,) est réduit & un point h(7).
L’application h est évidement injective et induit une bijecetion entre {0,1}" et Xy (qui est un
ensemble de Cantor). Elle induit une conjugaison entre o et f\|x, . O

On a une conclusion analogue si A > 4 mais la preuve demande des outils plus sophistiqués,
comme la dérivée schwarzienne.

3.2 Le fer a cheval de Smale

On va décrire un exemple géométrique du a S. Smale. Soit R = [a, b] X [¢, d] un rectangle de
R? et f: R — f(R) un difféomorphisme tel que :
- f(R)NR est la réunion de deux rectangles verticaux Ry = [ao, bo] X [¢,d], R1 = [a1,b1] X [¢, d]
ona<ay<by<ar <by <b;

f~Y(R)NR est la réunion de deux rectangles horizontaux f~1(Rg) = [a, b] x[co, do], f 1 (R1) =
[a,b] X [c1,di] ot e < ¢y <dp <c1 <di <d;
- il existe A < 1 < pu tels que f| f-1(Ry) €st une application affine dont la partie linéaire
est (z,y) — (Az,puy) et flr-1(r,) une application affine dont la partie linéaire est (z,y) +
(A, —py).

Si on veut construire un difféomorphisme global, on écrit Dy pour le demi-disque en dessous
du diametre [a,b] x {c} et D; pour le demi-disque au dessus du diametre [a,b] x {d}. On note
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D le disque topologique D = Dy U Dy U R et D' 'adhérence du complémentaire de D dans la
sphere de Riemann S = R? LI {oo}. On suppose que f est un difféomorphisme défini sur S qui
vérifie les propriétés supplémentaires suivantes :

- f(Do) C Int(Do) et N0 f"(Do) = {20}, olt z est un point fixe de type puits ;

- f(D) C Int(D) and N,5o f~™(D’) = {c0} oft 0o est un point fixe de type source.

Sous ses hypotheses remarquons que f(D1) C Dyp. Ainsi les points z € D qui ne sont pas
attirés par zg sont les points z € R dont l'orbite positive reste dans R, c’est-a-dire I’ensemble
Ni>o f _k(R). De méme, I'ensemble des points z € R qui n’appartiennent pas au bassin répulsif
de oo est Ne<o /¥ (R).

Remarquons que pour tout n > 1, 'ensemble (Ny<<,, f ~k(R) est la réunion de 2" rectangles
horizontaux de largeur p~"(d — ¢) et, par conséqﬁer?c que Ng>of *(R) est un ensemble de
Cantor de lignes horizontales. De méme, pour tout n > 1, I’ensemble No<ren fF(R) est la
réunion de 2" rectangles verticaux de largeur A"(b — a) et >o f*(R) un ensemble de Cantor
de lignes horizontales. En conclusion ’ensemble invariant maximal contenu dans R, a savoir
X = ez [ F(R), est un ensemble de Cantor. Remarquons que f|x est conjugué au décalage
bilatéral o on {0,1}% par ’homéomorphisme

he(inkez — () £ (Ri,).

keZ

La décomposition {Rp N X, Ry N X} est une partition de Markov de f|x.

On en déduit alors les résultats suivants :
- L’application f|x est topologiquement transitive.
- les points périodiques sont denses dans X ainsi que dans Q(f) = X U{zp} U {oc}.
[

- Pour tout point z = (z,y) € X le segment W (z) = [a,b] x {y} est formé de points
2 vérifiant limy_ 4o d(f¥(2'), f5(2)) = 0 et le segment W (2){z} x [c,d] formé de points 2’
vérifiant limy,_._ o d(f*(2'), f¥(2)) = 0.

- Il y a quatre points fixes de f ; un puits en zp, une source en co, deux points de type selle
dans X.

- Ily a 24 2" points fixes de f™. Excepté zg et 0o, tous les autres points sont de type selle et
on a W*(2) = Ugzo [ (Wiie(2) et W(2) = Upzo /" (Wite(2))

- Pour tout point périodique de type selle z, les variétés W*(z) et W*(z) ont une intersection
transverse en une infinité de points z. Si 2’ est un autre point périodique de type selle, il en est
de méme de W#(z) et WH(2').

- L’entropie topologique de f vaut In2, c’est I'entropie h,(f) d'une unique mesure de proba-
bilité, celle-ci est la limite, pour la topologie faible®, des mesures équidistribuées sur les orbites
périodiques.

3.3 L’application de Hénon
La famille de Hénon (fp,c)pej0,1],cer est une famille de difféomorphismes du plan définie ainsi :

fre :R? — R?
(:Cay) = ($2+C—by,$)-
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Remarquons que la réciproque de f . est

foe :R*—R?

2
Yy —x+c
(x,y)H(y,T)-

Cette famille est également extrémement riche du point de vue dynamique. La-encore nous allons
nous intéresser a une situation simple.

Remarquons d’abord que le Jacobien de f = f; . est constant égal a b. Ceci implique que
f préserve l'orientation. Dans le cas ou b = 1, le difféfomorphisme f préserve la mesure de
Lebesgue ; dans le cas ou b < 1, au contraire f “diminue les aires”. Remarquons que (g, Y )kez
est une orbite de f si et seulement si

x% +c=Tp41 + bTp_1
et
Yk = Tk—1-

En particulier, les orbites bornées de f correspondent aux orbites bornées (zy)xez définies par
la premiere relation de récurrence.

PROPOSITION 3.3.1: Les conditions suivantes sont équivalentes :
1

- > Z(1+b)2 ;

- f n’a pas de point fize ;

- pour tout point z € R?, on alimy_ 400 || f*(2)|| = +oc.

Démonstration. L’existence d’un point fixe est équivalent a I'existence d’une solution réelle a
I'équation (x) :

2? +c=(1+b)z,

1
et donc a l'inégalité ¢ < Z(l +b)2.
Pour montrer la proposition, on doit prouver qu’en ’absence de solutions réelles a ’équation
(%), alors pour toute suite (xy)recz telle que
x% +c=xk41 + b1,
on a limyg_.+ 1o |2K| = +00. Remarquons que
(1 +b)|ak| < 2} + ¢ = xpe1 + bap_1,
et donc que
zr < |z < max(Tg—1, Trt1)-

Si la suite (zy)kez est décroissante, on a nécessairement limg_, o ¢y = —o0 puisqu’il n'y a
pas de solution réelle a ’équation (*). Si la suite (zx)rez n’est pas décroissante, il existe kg
tel que xp,—1 < xp,. On en déduit alors que la suite (zy)r>k, est croissante puis, pour les
meémes raisons que précédemment, que limg_, o zx = +00. On montre de la méme facon que
limg_, o |2k = +00. O
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En fait, un résultat de Brouwer affirme qu'un homéomorphisme du plan f qui préserve
lorientation et qui n’a pas de point fixe, n’a que des points errants. On en déduit en particulier
que pour tout z € R2, on a limy_,+ || f*(2)| = +oo.

1
PROPOSITION 3.3.2:  Supposons que ¢ < Z(l + b)? et posons

1
M:2<1+b+ (1—|—b)2—4c).

Fizons z € R2. Trois cas sont possibles :
k() € [-M, M)? pour tout k € Z;

- iy oo [[/7(2)]] = +o0;

- limy oo [|F¥(2)]] = +o0.

Démonstration. Remarquons que si |xg| > M, alors on a
zp < |z < max(p—1, Trt1) < max(|zg-1l, [zg41)),

car
(1 +b)|ak] < zp + ¢ = mpe1 + by,

Il ne reste donc plus qu’a utiliser 'argument précédent. O

En particulier, si ¢ < 0, 'ensemble des points d’orbites bornées est la partie compacte
invariante non vide (puisqu’elle contient un point fixe) X = oz f~*([~M, M])?, tout point
z & X vérifie limy_ o || f¥(2)|| = +00 ou limg_, _o || f¥(2)|| = +oc0. Nous allons voir que si ¢ est
suffisamment petit, la dynamique sur X se décrit par une partition de Markov

PROPOSITION 3.3.3:  Supposons que ¢ < —10. Alors f|x est conjuguée au décalage de Bernouilli
o sur {—1,+1}% par la partition de Markov {X N [—M,M] x [-M,0], X N [-M, M] x [0, M]}.
De plus, tous les points périodiques sont de type selle.

Démonstration. On considere 1’espace métrique complet (B,d) des suites T = (xp)kez dans
[—M, M| muni de la distance

d(@,7') = sup zy — }|.
keZ

Remarquons que pour toute suite T = (zy)rez dans B, on a
Tht1 +bxp—1 —c < (1+b)M—c:M2

et
Tpp1 +brp1—c>—-M(1+Db)—c

> -2M —¢

> —(14b)—y/(1+b?2—4dc—c
> —-2—+4—4c—c
> 244410 =0”> 1.

En particulier, pour toute orbite bornée (zy,yr)rez de f, on a |zg| > « et |yx| > a pour tout
ke Z.
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Pour tout € = (1 )kez, on définit une application

d: :B—B

Ty

Yk = €k\/56k+1 +brp_1 —c.

C’est une contraction puisque

Tpgr +brp_y —x) —blag_y
V&pg1 + bxg_1 —c+ \/ad€+1 +bx_, —c¢
— =
_2lz-7|
- 2a

/ /
Ek\/ka 4+ brp_1—c— €k\/55k+1 +bxy_ —c|=

pour tous T et T dans B. Ainsi, ®z a un unique point fixe.

Posons R_ = [-M,M] x [-M,0] et Ry = [-M,M] x [0, M]. On a montré que pour tout
z = (ek)kez, Vensemble MN,cz f*(Re,) est réduit & un unique point h(€), et que l'orbite d'un
tel point ne rencontre jamais la bande R x [—1,1]. De plus, I'image de h est exactement X. Il
est facile d’en déduire que h est un homéomorphisme de {—1,1}Z sur X qui conjugue o & f|x.

Pour prouver que toute orbite périodique est un point selle, munissons R? de la norme
(z,y) = max(|z|, |y|) et considérons la matrice jacobienne

Df(z,y) = (265 _1b> :
Fixons (x,y) € X puis un vecteur (u,v) tel que |u| > |v|. Si (v/,v") = Df(x,y).(u,v), alors
W' = (200 = D[l > Ju| = |v| = |v/]
et donc

I/, o) = '] = (20 = D)]ul = (20 = D] (w,v)]|.

On a montré que le coéne |v| < |u| est envoyé dans son intérieur par toute matrice D f(z,y),
(z,y) € X, et que Df(z,y) dilate la longueur d’un vecteur dans ce cone par un coefficient
multiplicatif > 2a. — 1. Si z est un point périodique de période ¢, on en déduit que Df9(z) =
Df(fi7Y(2))o...o Df(z) envoie le cone |v| < |u| dans son intérieur et dilate la longueur d’un
vecteur dans ce cone par un coefficient multiplicatif > (2o — 1)2. Ceci implique que 1'une des
valeurs propres A de D f9(z) vérifie |\| > (2a — 1)? > 1. L’autre valeur propre, notée p, vérifie
| < (20 —1)77 < 1 car |A||p] =57 < 1. O

Un bon exercice est de dessiner 'image de [—M, M]? par f et d’essayer de comprendre ce
qui se passe.
3.4 Automorphismes hyperboliques du tore

On va construire une partition de Markov pour les endomorphismes hyperboliques du tore
T". Commencons par l'exemple classique A of T2, défini par 'automorphisme linéaire A dont
la matrice dans la base canonique est

2 1
(1)
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5 . . . :
Les valeurs propres de A sont , I'espace vectoriel stable est la droite E® d’équation

-1-5 L . . ~1+5

y = 5 x, l'espace vectoriel instable est la droite E" d’équation y = — Les
ensembles stables et instables d’un point z € R? sont les espaces affines correspondant z + E*
et z + B

On se donne deux rectangles R; et Ry de R? dont les cotés sont formés d’ensemble stables et
instables. Les segments stables de R; sont inclus dans E* et (1,1) + E°, les segments instables
dans E* et (1,0) + E*. Les segments stables de R sont inclus dans (0,1) + E* et (1,1) 4+ E*, les
segments instables dans E* et (1,1) + E%. La projection 7 : R? — T2 est injective sur Ry mais
pas sur R;. Cependant, elle est injective sur la réunion des deux intérieurs. Les images de R et
Ry sont des parties fermées d’intérieur vide qui recouvrent le tore Les sommets se projettent en
quatre points distincts.

Puisque A~! envoie (0,0) sur (0,0), (1,0) sur (1,—1), (0,1) sur (—1,2) et (1,1) sur (0,1),
on peut dessiner A71(R;) et A7}(Rg). On va construire notre decomp051t1on (Si)1<i<s en re-
gadant les cing rectangles naturellement définis par les ensembles RinA- (R ). Chaque S; est
homéomorphe a S; par 7w ou:

- les cotés de S; = Ry N A~1(Ry) sont inclus dans E*, (0,1) + E*, E*, (1,0) + E%

- les cotés de Sz = ((0,—1) + Ry) N A~1(Ry) sont inclus dans E*, (0,1) + E%, (0,—1) + E¥,
(1,-1) + E%

- les cotés de S3 = ((—1,0) + R1) N A1(Ry) sont inclus dans (—1,2) + E*, (0,1) + E*, B,
- les cotés de Sy = (0,—1) + Ro) N A~'(Ry) sont inclus dans E°, (0,1) + E*, (1,0) + E,
(0,-1) + E*;

- les cotés de S5 = (—1,0)+ R2)NA~L(Ry) sont inclus dans (—1,2)+ E*, (0,1)+ E*, (0,1)+EY,
(—1,0) + E™.

Dans le cas ot A(Int(S;)) NInt(S ) # 0, cet ensemble est I'intérieur d'un sous-rectangle A; J
de Sj qui joint les deux cotés stables de S Dans ce cas, A = A1(A, ,j) est un sous-rectangle

de SZ qui joint les deux cotés instables de SZ. On pose Mm = 1 dans ce cas et M;; = 0 sinon.
Remarquons que

111 00

111 00

M=|0 0 0 1 1

11 1 00

0 0011
Considerons le sous-décalage oy sur Zy C {1,. 5}Z Pour toute suite ¢ = (ig)rez € Zum
il existe un unique point z = h(i) tel que mkeZA (A% ins,) = {#}. L’application h définit

une semi-conjugaison entre ojps et A. Remarquons que si z a plus d’un antécédent, son orbite
rencontre l'un des cotés de S;. Ceci implique que z € W#(0) ou z € W*(0). Remarquons
également que les antécédents de 0 sont les les trois points fixes de opy.

Notre décomposition n’est pas vraiment une décomposition de Markov, car (cz Ak (3’1)
peut contenir plus d’un point (considérer la suite de période 2 formée de 1 et de 2). En fait
on peut construire une vraie partition de Markov avec de tesl rectangles (mais il en faut plus).
Cependant la semi-conjugaison donnée par notre décomposition peut nous permettre de déduire
des propriétés dynamiques de A.
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Remarquons que

<3+\/5>"+<3—\/5

5 5 ) — 2 =|det (A" — Id)| = #Fix(A") = §Fix(c},) — 2 = Tr(M™) — 2.

On peut vérifier que M is irréductible et apériodique, on sait donc que

3+5
5 |

honr) =logp(M) = T loa({Fix(c;)) = log (

et par conséquent que R
h(A) < h(onr) = In p(A).

Expliquons pourquoi on a une égalité. Considérons une métrique || || adaptée a la décomposition
hyperbolique de A. I1 existe €9 > 0 tel que pour tout z € R? I'application 7 est injective sur
3+ V56

2 )

toute boule B(z,g¢) (qui est un rectangle !) et induit une isométrie locale Si on pose A =
ceci implique que pour tous points Z and 2’ in T?
max d(A'(2),A (7)) <eo= min d(A(2), A'F)) > Md(Z,7).
—1<i<1 ie{-1,1}

-~

On en déduit immédiatement que Fix(A™) est (n, gp)-séparé, ce qui implique que

3+\/5>_

n—+oo n

N 1 N
h(A) > lim —In(fFix(A4")) =1n ( 5
L’arugument précédent nous dit que A est expansif : il existe g¢ tel que pour tous points
distincts = and y, il existe k € Z tel que d(T*(x),T*(y)) > eo et peut étre généralisé & tout
automorphisme A hyperbolique du tore T”. Remarquons que pour un tel automorphisme, on a

h(A) > lim - (EFix(AY) = 3 ()

- noteon 1<i<s

ol A, ..., Ag sont les valeurs propres de module > 1. Pour montrer 'inégalité inverse, il suffit
de construire une partition de Markov de T" = U;<,<, S; par des rectangles & “cotés” dans les
espaces stables et instables et vérifiant des propriétés similaires a celles qu’on a vu plus haut et
tel que le sous-décalage de type fini o sur Zy; C {1,...,p}?% défini par la partition de Markov
vérifie :

lim lln(j:tf*‘ix((ﬁ\})): lim lln(i;tFiX(A"))

n—-+4+oo N n—4oo N,
car

hoa) = Inp(M) = lim — In(fFix(0,)).

n—-4+oo n

Ceci sera vrai si le nombre d’antécédents d’un point Z € T" est borné. Ce sera le cas si les les
rectangles sont choisis assez petit pour définir une vraie partition de Markov. En fait on a

PrOPOSITION 3.4.1:  Pour tout € > 0, on peut construire une telle famille avec des rectangles
de diameétre < e.

Ceci implique
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CORROLAIRE 3.4.2: Soit A un automorphisme hyperbolique de T". Alors

hA) = lim S (EFixAY) = 3 ()

noteon 1<i<s

ot A1, ..., As sont les valeurs propres de module > 1.
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84. Entropie et homologie

4.1 Cas du tore

Soit A un automorphisme linéaire hyperbolique de T" défini par une matrice A. On a vu
que lentropie topologique de A était égal a In|\|, ou A est le produit des valeurs propres de
module > 1. S’il y a s¢ telles valeurs propres, on peut remarquer que |\| est le rayon spectral
de l'automorphisme A*° A défini sur le produit extérieur A*°(R?). On peut remarquer également
que |A| est strictement plus grand que le rayon spectral de A® si s # so. Or A*(RP) apparait
naturellement comme le s-ieme groupe d’homologie Hs(T",R) et A®*A comme 'action /L,s
H,(T",R) — H,(T",R) définie par A en homologie. On a donc le résultat suivant :

PROPOSITION 4.1.1:  Si A est un automorphisme linéaire hyperbolique de T", alors

hA) = swp p(AL,)

0<s<r
ot ﬁm . Hy(T",R) — Hy(T",R) est Uaction induite par A sur Hy(T", R).

SiT :T" — T" est homotope a A on sait, c’est une conséquence du lemme de poursuite,
que que A est un facteur a T' et donc que h(T") > h(A). On sait aussi que les morphismes A, g
et T, ; coincident. On a donc le résultat plus général suivant :

PROPOSITION 4.1.2: SiT : T" — T" est homotope a un automorphisme linéaire hyperbolique
de T", alors
hMT) = sup p(Ts;s)
0<s<r

ouTys : Hi(T",R) — Hs(T",R) est 'action induite par T sur Hs(T",R).

4.2 Conjecture de ’entropie

Au vu du résultat précédent, on peut se demander si, pour toute application continue 71" :
M — M sur une variété compacte M de dimension r, on a h(T) > supg<,<, p(Tx,s) ot Ty
H,(M,R) — Hy(M,R) est I'action induite par T sur Hy(M,R). Expliquons pourquoi ce n’est
pas vrai. Supposons que M est orientable. Dans ce cas, dim(H,(M,R)) = 1 et T, est une
homothétie. Le rapport de cette homothétie, noté deg(T"), s’appelle le degré de T'. C’est en fait
un entier et on vérifie aisément que deg(7 o S) = deg(T') o deg(S), en particulier deg(T') €
{—1,1} si T est un homéomorphisme. L’inégalité h(T) > In(deg(7T’)) est clairement vraie si
T est un homéomorphisme mais cesse d’étre nécessairement vraie sinon. Expliquons pourquoi.
L’application T : z — 22, t > 0, définit une application de degré 2 de la spheére de Riemann.
Tout point de module < 1 (resp. > 1) tend dans le futur vers 0 (resp. co). L’ensemble des points
non errants Q(7") est donc formé de 0 de oo et du cercle unité sur lequel 77 est conjugué a un
endomorphisme de degré 2. Dans ce cas on a bien h(T) = h(Tgry) = In2 = In(deg(71)).

L’application S : z +— 22/2|z|, est également de degré 2 et de dynamique trés simple, il y a
deux points fixes 0 et oo, et toute autre orbite va de oo 2 0. On a Q(T") = {0,000} et A(S) = 0. La
différence entre les deux cas est le fait que T est de classe C! alors que S n’est pas différentiable
en 0 et surtout en co. En fait, on a le résultat suivant, du a Misiurewicz et Przytycki :
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THEOREME 4.2.1: Si T : M — M est une application de classe C sur une variété compacte
lisse orientable M, on a h(T') > In(deg(T")).

La différentielle joue un role important, ce qui a amené Shub a conjecturer :

CONJECTURE 4.2.2: SiT : M — M est une application de classe C' sur une variété compacte
lisse M, on a h(T) > supg<s<, p(Tks) 0t Tss : Hs(M,R) — Hs(M,R) est 'action induite par
T sur Hi(M,R).

Cettte conjecture est toujours ouverte mais on sait qu’elle est vraie si f est de classe C*°.
C’est une conséquence des travaux de Yomdin qui lie 'entropie topologique & la croissance des
volumes sous ’'action de la dynamique. Cependant, on a le résultat suivant de Manning qui ne
nécessite pas de condition différentiable.

THEOREME 4.2.3: SiT : M — M est une application continue sur une variété compacte M,
onah(T) > p(Ti1) ouTyy : H(M,R) — Hi(M,R) est Uaction induite par T sur Hy(M,R).

On a également le corollaire suivant, conséquence de la dualité de Poincaré :

COROLLAIRE 4.2.4: SiT : M — M est un homéomorphisme sur une variété compacte M de
dimension < 3, on a h(T) > supg<s<g p(Tk,s)-

En fait on a une meilleure minoration de I’entropie si on s’intéresse au groupe fondamental
plutét qu’au premier groupe d’homologie. Si G est un groupe de type fini et si 7 est un endo-
morphisme de G on peut définir [’entropie algébrique de 7 de la fagon suivante : on choisit un
ensemble générateur symétrique fini 3, on peut alors définir une longueur ly sur G en notant
I5:(g) le nombre de lettres minimales nécessaires pour écrire g comme mot dans ’alphabet 3. Si
on pose

L, (7,%) = maxlIx(7"(g)),
geS

on peut montrer que la suite (L, (7, X))>0 est sous-multiplicative et donc que

im_ % (L, (7, 3))

existe. On peut démontrer également que cette limite ne dépend pas de X, c’est ’entropie
algébrique de 7, on la note h,is (7). Elle vérifie des propriétés analogues a ’entropie (invariance
par conjugaison, décroissance par semi-conjugaison, ...). On peut démontrer également que
I’'entropie ne varie pas par composition par un automorphisme intérieur. Plus précisément si
Lig— gy Lggo est un automorphisme intérieur, alors halg(¢7) = halg(T). Supposons maintenant
que T : M — M est une application continue sur une variété compacte. Fixons xg € M et un
chemin « joignant zo & T'(xo). L’application, qui & un lacet v basé en g associe le lacet o'y
induit un endomorphisme 7, o du groupe fondamental 71 (M, o). L’entropie algébrique de 74 o
ne dépend pas du choix de « (un autre choix donnerait le méme automorphisme composé par
un automorphisme intérieur ) ni du choix de zy (un autre choix donnerait une conjugaison). On
peut donc définir une entropie de f sur le groupe fondamental

Py (T) = halg(Tmo,a)-

Le groupe Hy(M,Z) est I'abélianisé de 71 (M, zg) et action de T 1 sur Hy (M, Z) est un facteur
(via le morphisme de Hurewicz) de 7., o et a donc une entropie algébrique plus petite. Il n’est
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pas difficile de voir que cette entropie n’est rien d’autre que In(p(7% 1)). Ainsi, on a hy (T) >
In(p(T% 1)) Le résultat suivant de Bowen améliore donc (méme s’il est moins effectif) le résultat
de Manning :

THEOREME 4.2.5: SiT : M — M est une application continue sur une variété compacte M,
on a h(T) > hx (T).

Les deux théoremes précédents sont particulierement intéressants en dimension deux. En
effet, supposons que O soit une orbite périodique de T' (ou une réunion finie de telles orbites).
Supposons de plus que T soit un difféomorphisme. On peut alors éclater chaque point x € O
en le remplagant par le cercle des demi-droites sur le plan tangent T, (M ). Le difféomorphisme
flano s’étend donc en un homéomorphisme T d’une variété compacte dont le Hy et a fortiori le
71 est bien plus gros que le Hy ou le w1 de M. Or il n’est pas difficile de voir que h(T) = h(T)
car T est un facteur de T et T induit sur I'image inverse de O un homéomorphisme d’entropie
nulle. Il se peut trés bien que pour des raisons algébriques, la structure de certaines orbites
périodiques force ’entropie a étre non nulle.
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§5. Systemes dynamiques hyperboliques

5.1 Ensembles hyperboliques

Soit f un difféomorphisme de classe C! sur une variété lisse M munie d’une métrique riem-
manienne. On dit qu'une partie compacte invariante X est hyperbolique s’il existe pour tout
point z € X une décomposition E(x) = E*(x) @ E*(x) et un réel p < 1 et une constante C' > 0
tel que

- pour tout v € E¥(x) et tout n > 0, on a | Tf™(x).v| < Cu"|jv| ;
- pour tout v € E¥(x) et tout n > 0, on a [|Tf~"(x).v| < Cu"|v].

Il n’est pas difficile de voir que cette condition est indépendante de la structure choisie et que
les fonctions = — E*(x) et x — E"(x) sont continues. En particulier la dimension des espaces
stables et instables est localement constante (mais pas nécessairement constante). L’exemple le
plus simple est celui d’une orbite périodique hyperbolique, mais nous en avons vu d’autres : le fer
a cheval de Smale mais plus généralement I’ensemble des points non errants du difféomorphisme
de S? apparaissant dans la construction le fer & cheval (en effet, on ajoute un puits et une
source), I’ensemble X introduit précédemment dans I’étude de la famille de Hénon, le tore T"
lui-méme pour un automorphisme hyperbolique du tore. Il n’est pas difficile de voir qu’il existe
une borne inférieure uniforme a l’angle formé par E*(x) et E%(z). on peut également montrer
que f|x est expansif. Le résultat qui suit permet de définir les variétés stables et instables d’un
point de X.

THEOREME 5.1.1:  Soit f : M — M un difféomorphisme de classe C' et X une partie compacte
invariante hyperbolique. Choisissons § > 0 assez petit et définissons, pour tout x € X, les
ensembles

Wige(x) ={y € M [n > 0= d(f"(y), ["(x)) <5}

et
Wice(x) ={y € M [n > 0=d(f"(y), [ "(x)) < d}.

i) Chaque ensemble W*(z) (resp. W(z)) est l'image d’un plongement de classe C* de [—1,1]
valant x en 0, qui dépend continiment de x pour la C-topologie (i.e. pour la convergence uni-
forme du plongement et de lapplication dérivée).

ii) pour tout ' €]p, 1], il existe une constante C' > 0 tel que
y € Wite(®) = d(f"(y), f"(x)) < Cu™ si n >0

et
y € Wi(z) = d(f"(y), [ ™(x)) < Cu™ si n>0.

iii) pour tout x € X les ensembles
W) = {y € M| lim_d(f"(y), ["(x)) = 0}

et
Wite(@) = {y € M| lim_d(f (), " (2)) = 0}
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sont des plongements de classe C' de R et on a

W) = U F " Wie(F"(2))), Whz) = {J /" (Wiee(F ()

5.1 Points d’intersection homoclines, présence de fers a cheval

On obtient des ensembles hyperboliques non triviaux deés qu’on a un point fixe (ou périodique)
de type selle dont les variétés stables et instables ont une intersection transverse. Plus précisément
soit zg un point périodique de type selle. Un point d’intersection homocline x1 est un point ap-
partenant a W#(xo) N W"(zg) distinct de xg. Si les espaces tangents & W*(xg) et & W"(x) en
x1 sont supplémentaires, on dit que 'intersection est transverse. Le théoreme qui suit affirme
qu’il existe des fers a cheval similaires a celui construit dans I’application de Hénon, dés qu’un
point périodique de type selle a une intersection homocline transverse.

THEOREME 5.2.1: Soit f : M — M un difféomorphisme de classe C' d’une variété M et x
un point périodique de type selle admettant un point d’intersection transverse en un point xi.
Pour tout voisinage U de xo, il existe un entier N et une partie compacte X, invariante par f¥
et hyperbolique, contenant un itéré de x1, qui est de type fer a cheval : la restriction fN]X est
conjuguée au décalage de Bernouilli sur {0,1}% via une partition de Markov.

On en déduit alors immédiatement les corollaires suivants :

COROLLAIRE 5.2.1:  Soit f : M — M un difféomorphisme de classe C* d’une variété M et x
un point périodique de type selle admettant un point d’intersection transverse en un point x1.
Alors x1 appartient a l'adhérence de ’ensemble des points périodiques de f

COROLLAIRE 5.2.2:  Soit f : M — M un difféomorphisme de classe C' d’une variété compacte

M et xg un point périodique de type selle admettant un point d’intersection transverse. Alors on
a h(f)>0.

En dimension > 3, il existe des difféomorphisme de variétés sans points périodiques. Il suffit
de prendre un difféomorphisme f d’une variété compacte M dont l’entropie est non nulle (un
automorphisme linéaire hyperbolique de T? par exemple) puis de faire le produit, sur M x T, de
f et d’'une rotation d’angle irrationnel. Par une construction due a M. Rees, on peut également
trouver un homéomorphisme minimal de T? dont I’entropie est non nulle. Cependant, le théoréeme
suivant, du a A. Katok, nous dit que ce type d’exemple est impossible sur une surface des que la
différentiabilité est assez grande. Rappelons qu’un difféomorphisme f est de classe C1*¢ si f est
un difféomorphisme de classe C! et si Df est holderienne de rapport £ (c’est le cas par exemple
si f est un difféomorphisme de classe C?).

THEOREME 5.2.4: Soit f : M — M un difféomorphisme de classe C'*¢ d’une surface com-
pacte M. Si h(f) > 0, il existe alors un point périodique de type selle admettant un point
d’intersection transverse.
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§6. Exercices

Exercice 1
Montrer que ’entropie topologique d’un homéomorphisme de [0, 1] est nulle.

Exercice 2
Donner un exemple d’homéomorphisme T° : X — X d’un espace compact dont ’entropie
topologique est infinie.

Exercice 3
Soient 17 : X1 — Xq et To : Xo — X5 deux applications définies sur des espaces métriques
compacts. Montrer que ’entropie de ’application produit

T1XT2 2X1><X2—>X1><X2
(z1,22) = (T1(21), Ta(2))

vérifie h(Tl X Tg) = h(Tl) + h(Tg).

Exercice 4
Quelle est I’entropie de T' : z — 22 définie sur la sphére de Riemann.

Exercice 5
Soit T : X — X une application continue définie sur un espace métrique compact tel que
Q(T) est fini. Montrer que h(T) = 0.

Exercice 6

Soit T : X — X une application continue définie sur un espace métrique compact. On
rappelle que x est non errant si pour tout voisinage U de z, il existe y € U et n > 0 tel que
T"(y) € U.

1) Montrer que I'ensemble Q(T") des points non errants est fermé et vérifie T(Q(T)) = Q(T).

2) A D’aide du principe variationnel, montrer que h(T) = h(T|ocry)-

Exercice 7
On se donne une application continue sur un espace métrique compact 7 : X — X.

1) On fixe dans cette question p, v dans My et t € [0, 1]. Montrer que pour toute partition
borélienne P = (P;)er, on a :

tH,(P)+ (1 = t)H,(P) < Hy (1) (P) < tHL(P) + (1 = t)H,(P) — tInt — (1 — t) In(1 — t).

En déduire que
Htu—&—(l—t)ll(Ta P) = tHu(T> P)+ (1 —-t)H,(T,P),
puis que
s (1-(T) = thy(T) + (1 = )b, (D).
2)  On suppose qu’il existe une unique mesure p € Mr telle que h,(T) = h(T). Montrer que
u est ergodique.

3) On suppose que h(T) = +oo. Montrer qu'il existe p € My telle que h,(T) = h(T).
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4) Donner un exemple ot h(7T) = 400 et ou il n’existe aucune mesure ergodique p telle que
hu(T) = h(T).

Exercice 8

Soit T' : X — X une application continue définie sur un espace métrique compact. Rappelons
que T est (positivement) expansive s'il existe § > 0 tels que pour tous = and y, il existe n > 0
tel que d(T"(x),T™(y)) > 4.

1) Donner des exemples d’applications qui sont expansives et d’applications qui ne le sont
pas.

2)  Montrer que si X est compact, la propriété d’expansivité est topologique (elle ne dépend
pas de la métrique mais de le topologie).

Exercice 9
Soit T' : X — X une application continue définie sur un espace métrique compact. Montrer
I’équivalence des propriétés suivantes :

- T est expansive;

- il existe un recouvrement générateur;

- sie >0 est assez petit, le recouvrement U¢ par boules de rayon € est générateur.
Exercice 10

L’entropie d’une application continue expansive T’ : X — X sur un espace métrique compact
peut-elle étre infinie ?

Exercice 11
Soit T : X — X une application continue expansive " : X — X sur un espace métrique
compact.

1) Montrer que pour tout n > 1, 'ensemble Fix(7T™) est fini.

1
2) Montrer que h(T) > limsup — In(§Fix(T™)).

n—=oco N

Exercice 12
Soit T : X — X un homéomorphisme d’un espace métrique compact. Montrer que si T est
(positivement) expansive, alors X est fini.

Exercice 13

Soit T : X — X un homéomorphisme défini sur un espace métrique compact. Rappelons que
T est expansif 8’il existe § > 0 tels que pour tous = and y, il existe k € Z tel que d(T*(z), T*(y)) >
d.

1) Donner des exemples d’applications qui sont expansives et d’applications qui ne le sont
pas.

2)  Montrer que T est expansif si et seulement si la suite (\/?:_01 T (Z/{a)>n>0 est génératrice si
e > 0 est assez petit, et que h(T) < +oc.

3) La-encore, montrer que pour tout n > 1, ensemble Fix(7™) est fini et que h(T) >
lim su 1 In(fFix(T™)).

n—=oo0 N
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Exercice 14
Montrer qu’il n’y a pas d’homéomorphisme expansif sur T*.

Exercice 15
Montrer qu’un automorphisme linéaire du tore T" est expansif si et seulement s’il est hyper-
bolique.

Exercice 16
Prouver que la mesure de Lebesgue est la seule mesure borélienne de probabiltié invariante
par T : 7 — pZ sur T, telle que h,(T) = h(T), si p > 2.
Exercice 17
Pour tout a € (0, 1), on définit g, : [0,1] — [0, 1] par
(z) = ar+v size|0,7],
Il B —2) siwey1],
1

1
U :1 — t = —_—
ou 3 +ae'y T+ a

1) Dessiner le graphe de gqet expliquer pourquoi {[0,7], [y, 1]} est une partition de Markov
qui définit une semi-conjugaison hg, : {0, 1}N — [0, 1] d’un sous-décalage de type fini sur g,.

2) Calculer I'entropie de g,.

Exercice 18

On définit f :[0,1] — [0,1] par

22432 sizel0,q],
f(x)_{géx six € [5,1].

1) Dessiner le graphe de f et prouver que pour tout n > 1 il existe a,, € N non multiple de 3

tel que f™(0) = g—z.

2)  Peut-on construire une partition de Markov (finie) 7

Exercice 19

1) Montrer que

2
définit une conjugaison entre f :[0,1] — [0,1] et g : [0,1] — [0, 1] ou

h:x+— sin? (m)

(2 siz e [0,1/2],
flz) = {1—295 six e [1/2,1].

et
g(x) =4z(1l — z).

2)  Constuire une partition de Markov pour g.
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3) Soit ¢ :[0,1] — R Expliquer pourquoi il existe ¢ € R tel que presuge toute point = (pour
la mesure de Lebesgue) vérifie

. 1 n—1 ;

 Jim — ; p(g'(x) = c.

Calculer ce nombre et prouver que

1
lim ——— Ve
n—-+o00 ﬁFlX(gn) :EEF%:(QR) cp( )

Exercice 20

Soit f un homéomorphisme de T2. Montrer que h(T) > sup p(fus)-
0<s<2
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